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oscilaciones  espúrias  que dan  “ruido”  a  la  solución  numérica.  Es decir, deben  imponerse  condiciones de 
contorno absorbentes que aseguren que las ondas reflejadas que lo atraviesen lo hagan sin sentir su presencia. 
Esto puede parecer sencillo a primera vista, pero encierra una complicación importante al no ser conocido a 












In  this MSc Thesis  an  overview  of wave propagation  phenomena  and  their  numerical  implementation  is 
presented using the finite element method (FEM). Given the educational profile of its author, this work shows 
a  remarkable pedagogical  component due  to  the work  and  experience  acquired during  the  five  academic 
courses the author teaches the subjects Marine Works (Degree of Civil Engineering), and Ports and Coastal 
Engineering (Master of Civil Engineering) at the University of Seville. 
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1 INTRODUCCIÓN  
La ciencia puede divertirnos y fascinarnos, pero es 
la Ingeniería la que cambia el mundo. 




n  este  TFM  se  presenta  una  visión  general  de  los  fenómenos  de  propagación  del  oleaje  y  su 
implementación numérica mediante el método de los elementos finitos. Dado el carácter docente de su 
autor,  el  presente  trabajo  tiene una marcada  componente didáctica  y  pedagógica  enfocada  hacia  la 
docencia y es fruto de la experiencia acumulada en los cinco años en los que se han estado impartiendo las 
asignaturas de Obras Marítimas  (Grado de  Ingeniería   Civil)  e  Ingeniería de Puertos y Costas  (Máster de 
Ingeniería de Caminos, Canales y Puertos) en la E.T.S.I. de la Universidad de Sevilla. 
















































 Aproximación  de  primer  orden  (Sommerfeld‐Like),  que  supone  que  el  angulo  de  incidencia  del 
potencial reflejado respecto de la dirección normal al contorno es cero por resultar de un truncamiento 
de primer orden del desarrollo en serie de Taylor del coseno del angulo centrado en cero. 





















documentarse  en  otros  textos  específicos.  Es  decir,  se  ha  fijado  como  objetivo  que  esta  tesis  sea  lo más 
autocontenida posible, no obviándose ninguna de las bases en las que se sustenta el modelo numérico. 




















 Resumen de contenidos del TFM 







ingeniero  civil  marítimo.  Se  habla  de  “números  gordos”  con  respeto  reverencial,  como  excelentes 
aproximaciones ingenieriles a problemas muy complicados y de su vital importancia en la formación de futuros 


















una  serie  de  hipótesis  de  partida  fundamentales:  fluido  incompresible,  ideal  (no  viscoso),  irrotacional, 
propagándose sobre fondo de profundidad constante y onda de pequeña amplitud. 
Con las anteriores hipótesis, se obtiene una solución analítica del problema de ondas mediante integración de 
la ecuación de gobierno  (Laplaciano de  la  función potencial de velocidad) por el método de separación de 
variables. La condición de onda de pequeña amplitud ߝ ൌ ு௅ ≪ 1 nos permite  linealizar  las condiciones de 
contorno del problema, pues en este caso los términos de orden superior resultan despreciables: ࣩሼߝଶሽ ൎ 0. 
Se deducen las ecuaciones de la superficie libre del fluido, el potencial de velocidad y la ecuación de dispersión 











de  contorno que  es posible  aplicar  al problema:  fundamentales  (Dirichlet), naturales  (Neumann) y mixtas 
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Se explica en detalle el problema del ángulo de aproximación de los potenciales reflejados a los contornos del 
dominio, que es desconocido a priori, y se tratan diferentes técnicas para aproximar el valor de este ángulo, 
evitando soluciones espúrias contaminadas por potenciales  reflejados por  los contornos que se alejan de  la 
solución real del problema. 
El capítulo 8 está dedicado al empleo e implementación numérica de la técnica de las “esponjas numéricas” en 








Finalmente, en el  capítulo 9  se  resumen  las  conclusiones más  importantes del  trabajo y  se exponen varias 
posibles líneas de trabajo e investigación en el campo de la modelización numérica del oleaje para futuros TFM. 




último).  Para  ello  emplearemos  la  conocida  ecuación  de  la  pendiente  suave  o  “Mild-Slope  Equation”, 
desarrollada en la década de los 70 por J.C.W. Berkhoff [1] en su conocida tesis doctoral en la Universidad de 
Delft (Holanda). 
Como  su propio nombre  indica,  se  trata de un modelo aproximado que da  resultados precisos  cuando  la 
























 ߶ ൌ ߶ሺݔ, ݕሻ es el potencial escalar reducido de velocidades del fluido. 














2 INTRODUCCIÓN AL PROBLEMA DE 
PROPAGACIÓN DEL OLEAJE  
La ciencia no es solo una disciplina de razón, sino 
también de romance y pasión. 





Canales  y  Puertos  senior  consultor,  siempre me  he  sentido  fascinado  y  atraído  por  el mar  y  las 
realizaciones  humanas  en  el medio Marino.  La  simple  idea  de  lidiar  con  un medio  tan  salvaje  y 





realizar  prácticas  de  laboratorio  con  programas  de  elementos  finitos  (Ansys,  SAP90)  y  a  programar  con 



























ingenieros  jóvenes  recién  titulados,  con altas  capacidades y  conocimientos de programación de algoritmos 
numéricos pero sin experiencia en diseño y construcción de obras civiles de enorme responsabilidad social y 
económica, como es el caso concreto de las obras marítimas. 



















e  intiutivo para que  el  alumno  comprenda por qué  los  frentes de  onda  sufren deformaciones durante  su 
propagación hacia la costa.  
Otra cosa distinta es que este método deba seguir o no siendo usado en proyectos profesionales hoy en día. No 
obstante,  nada más  hay  que mirar  atrás  un  poco  y  recordar  que  aun  hoy  seguimos  utilizando modelos 
simplificados de batimetría recta y paralela para obtener los coeficientes de propagación (refracción y shoaling) 
de  oleajes  desde  aguas  profundas  hasta  nuestras  obras  de  abrigo  y  defensa  portuaria.  Con  esta  simple 
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Observe el lector que estos ábacos dan los coeficientes de difracción en dársenas portuarias con fondo plano, 





































































































































































































ܪ௥ ൌ ܭோ ∙ ܪ௜ 



























































































ଶగ ൌ 1,56	ܶଶ ൌ 156	݉.	
El periodo se mantiene constante durante la propagación. 
Lo primero que haremos es calcular la longitud de onda en el morro del dique M, que se sitúa en pleamar a la 
profundidad ݄ெ ൌ 5 ൅ 3,75 ൌ 8,75	݉. Para ello aplicamos la ecuación de dispersión de ondas en teoría lineal: 
ܮ ൌ ݃ܶ
ଶ





















9,81 ൈ 10ଶ ൌ 0,009												; 													ߙ଴ ൌ 45º 
 
Buscando el punto de intersección obtenemos del ábaco: 
ܭ௣௥௢௣,ெ ൌ ሺܭோ ∙ ܭௌሻெ ൌ 0,88										; 											ߙெ ൌ 23º 
Por tanto, la altura de ola en el morro del dique será: 
ܪெ ൌ ܭ௣௥௢௣,ெ	ܪ଴ ൌ 0,88 ൈ 	5,00 ൌ 4,40	݉								 



















ܪ஺ ൌ ܭ஽,஺	ܪெ ൌ 0,12 ൈ 4,40 ൌ 0,53	݉								 
En función de la tipología de buque para el que diseña el atraque en A, esta altura puede estar, o no, dentro del 
rango de operatividad por estado límite de servicio de agitación de la dársena. 



























3 FUNDAMENTOS DE MECÁNICA DE 
FLUÍDOS 
Las matemáticas son el alfabeto con el cual Dios ha 
escrito el universo. 
















߲ݔ ൅ સ ∙ ሺߩ࢜ሻ ൌ 0 
(3–1) 
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caudal másico (ܳ௠೤) o cantidad de masa que atraviesa la cara perpendicular al eje Y por la izquierda, en la 
unidad de tiempo es: 
ܳ௠೤ ൌ ߩ ݒ ݀ݔ ݀ݖ  (3–3) 
Mientras que el caudal másico que atraviesa la cara perpendicular al eje Y por la derecha (y+dy) en la unidad de 
tiempo es: 
ܳ௠೤శ೏೤ ൌ ܳ௠೤ ൅ ݀ܳ௠೤ ൌ ߩ ݒ ݀ݔ ݀ݖ ൅
߲
߲ݕ ሺߩ ݒ ݀ݔ ݀ݖሻ ݀ݕ 
(3–4) 
Por tanto, el caudal másico neto a través de las caras perpendiculares al eje y será la diferencia: 
ܳ௠೤௡௘௧௢ ൌ ܳ௠೤ െ ܳ௠೤శ೏೤ ൌ െ
߲













߲ݖ ሺߩ ݓሻ ݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ 
(3–8) 
Ahora veamos cuál es la masa contenida en el elemento ܸ݀ y su variación con el tiempo: 






߲ݐ ݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ 
(3–10) 













































െ ߲߲ݔ ሺߩ	ݑ	ሻ	݀ݔ	݀ݕ	݀ݖ	݀ݐ െ
߲
߲ݕ ሺߩ	ݒ	ሻ	݀ݔ	݀ݕ	݀ݖ ݀ݐ െ
߲






െ ߲߲ݔ ሺߩ	ݑ	ሻ െ
߲
߲ݔ ሺߩ ݒ ሻ െ
߲













સ ∙ ࢜ ൌ 0   (3–14) 
 Conservación de la cantidad de movimiento 

















3.2.1. Fuerzas gravitatorias 
Se trata del peso de un elemento del continuo que consideramos de tamaño diferencial ܸ݀ y fijo en el espacio. 
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Siendo ࢍ el vector aceleración de la gravedad: ࢍ ൌ ൫݃௫	, ݃௬	, ݃௭	൯. Normalmente resulta cómodo elegir un sistema 
de referencia cartesiano con el eje Z según la vertical, por lo que el vector sería: ࢍ ൌ ሺ0, 0, െ݃ሻ. 





݀ܨ௣ሺݕሻ ൌ ݌ ݀ܵ ൌ ݌ ݀ݔ ݀ݖ  (3–17) 













݀ࡲ௣ ൌ െસ݌ ݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ  (3–20) 
3.2.3. Fuerzas viscosas 
El estado tensional en un punto de un fluido está definido por el tensor de tensiones. 
࣌ ൌ ൭
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Para el caso de fluidos newtonianos como el agua, el tensor de tensiones toma la siguiente forma (en formato de 
índices de Einstein): 
ߪ௜௝ ൌ ߤ൫ݒ௜,௝ ൅ ݒ௝,௜൯  (3–24) 
Suponiendo a partir de ahora que el comportamiento del agua se asemeja muy bien con el modelo del fluido 
newtoniano y desarrollando el producto tensorial સ࣌	, sin olvidar que para el caso de fluido incompresible se 
cumple que સ ∙ ࢜ ൌ 0 (ecuación de continuidad), se puede demostrar fácilmente que: 
݀ࡲఓ ൌ સ࣌		݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ ൌ ߤ સଶ࢜ ݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ  (3–25) 












݀ݐ ݀ݔ ݀ݕ ݀ݖ  
(3–26) 
 










































Por  tanto, Hemos  deducido  las  ecuaciones  de Navier‐Stokes  para  el  caso  de  un  fluido  incompresible  y 
newtoniano. Recordemos que estas ecuaciones no son más que las expresiones de los principios de conservación 
de la masa y la cantidad de movimiento particularizadas para el movimiento de un fluido. 
સ ∙ ࢜ ൌ 0   (3–30) 






 Ecuaciones de Euler 
Partiendo de  las  ecuaciones de Navier‐Stokes  (3–30)  (3–31) para un  fluido  incompresible y newtoniano, y 
asumiendo  como  hipótesis  adicional  que  el  fluido  es perfecto  o  ideal  (no  viscoso  ߤ ൌ 0),  obtenemos  las 
ecuaciones de Euler. 
સ ∙ ࢜ ൌ 0   (3–32) 
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Por  tanto, hemos  llegado a  la conclusión que para el caso de un  fluido  ideal e  incompresible el campo de 




સ ൈ ࢜ ൌ 0 → Φ   (3–35) 





































vector  ࢍ ൌ ሺ0, 0, െ݃ሻ, nos queda: 
߲࢜

































En  el  caso  concreto del  fluido  ideal,  homogéneo  e  incompresible  que  estamos  analizando, donde  no  hay 
disipación ni adición de energía de un instante de tiempo a otro, la función ܧሺݐሻ permanece constante. Además, 
una variación temporal o constante Φ෩ ൌ Φ൅ ݂ሺݐሻ del potencial Φ no afectaría al campo de velocidades del 
fluido, pues ࢜ ൌ સΦ ൌ સΦ෩ . Por tanto, sin pérdida de generalidad, se puede considerar a la función ܧሺݐሻ como 




























4 TEORÍA LINEAL DE ONDAS DE AIRY 
Es preferible obtener una respuesta razonablemente 
aproximada pero rápida que le indique si el diseño 
funciona o no, que invertir más tiempo y obtener el mismo 
resultado sólo que con más decimales. 
 -  Robert L. Norton - 
l siglo XIX dió  inicio a  la Revolución  Industrial, germen del actual desarrollo  tecnológico humano. La 
necesidad de aproximar los focos de producción industrial de la Inglaterra Victoriana con la materia prima 
esencial de  la época, el carbón, puso en marcha el desarrollo vertiginoso de  la  ingeniería portuaria y 
transporte marítimo como cimiento esencial en el desarrollo tecnológico del prodigio de la época, la máquina 
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ߟሺݔ, ݐሻ ൌ ܪ2 ܿ݋ݏሺ݇ݔ െ ߱ݐሻ 
(4–1) 
Al parámetro ݇ se llama número de onda y ߱ es la frecuencia angular: 
݇ ൌ 2ߨܮ  
(4–2) 
߱ ൌ 2ߨܶ  
(4–3) 
 La Onda de Airy 















b) Fluido ideal, no viscoso (ߤ ൌ 0ሻ. 
c) Flujo irrotacional ( સ ൈ ࢜ ൌ 0	) 
d) Profundidad h constante. 
e) Fondo fijo e impermeable. 



































































ߟሺݔ, ݐሻ ൌ ܣ ܿ݋ݏሺ݇ݔ െ ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ  (4–5) 
La función potencial Φ para la onda progresiva que se desplaza en el sentido positivo del eje X tiene la siguiente 
expresión matemática (se demostrará más adelante): 
Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ ݃ܣ߱ 	
ܿ݋ݏ݄ሾ݇ሺ݄ ൅ ݖሻሿ





ωଶ ൌ ݃ ݇ ݐ݄ܽ݊ሺ݄݇ሻ  (4–7) 
Siendo: 
 ߟ  la elevación de la superficie libre del fluido al paso de la onda. 
 ܣ  la amplitud de la onda; en teoría lineal es justo la mitad de la altura de la ola ܪ ൌ 2ܣ. 
 ݇ ൌ ଶగ௅  es el número de onda. 
 ܮ es la longitud de onda. 
 ߱ ൌ ଶగ் ൌ 2ߨ݂  la frecuencia angular; siendo ܶ el periodo y su inversa ݂ la frecuencia. 
 ߮ଵ es un ángulo de fase. 
 ݄ es la profundidad. 



























La ecuación de gobierno del  fenómeno de  las ondas en  los  fluidos será  la ecuación de Laplace, de  la que  
sabemos  que  es  una  ecuación  diferencial  en  derivadas  parciales  de  tipo  elíptico;  para  su  resolución  son 
necesarias condiciones de contorno en toda la frontera del dominio de integración. 
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4.2.3.1. CCC en la superficie libre 
La función matemática que define la posición en el espacio y el tiempo de la superficie libre del fluido ߟሺݔ, ݐሻ 
puede expresarse como: 
ܨଵሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ ݖ െ ߟሺݔ, ݐሻ  (4–10) 



















߲ݔ ݑ െ ݓ ൌ 0 ; ݁݊ ݖ ൌ ߟ 
(4–13) 
4.2.3.2. CCC en el fondo 
Suponiendo que el  fondo es plano,  la CCC en el  fondo exige que éste sea  impermeable. Es decir, que  la  la 
velocidad vertical w en el fondo sea nula; matemáticamente equivale a: 
ݓ ൌ ߲Φ߲ݖ ൌ 0 ; ݁݊ ݖ ൌ െ݄ 
(4–14) 




Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ ൅ ܮ, ݖ, ݐሻ Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ, ݖ, ݐ ൅ ܶሻ   (4–15) 
4.2.3.4. CCD en la superficie libre 
Recordamos  que  hemos  asumido  la  hipótesis  de  fluido  ideal,  no  viscoso.  Por  tanto,  no  hay  tensiones 
tangenciales ߬ ௜௝ en el fluido y ello conlleva a que en cualquier contorno del fluido sólo actúan fuerzas de presión. 










2સΦ ∙ સΦ ൅ ݃	ߟ ൌ 0 ; ݁݊ ݖ ൌ ߟ 
(4–16) 






 Ecuación de gobierno (Ecuación de Laplace):                        સ૛Φ ൌ డమ஍డ௫మ ൅ డ
మ஍
డ௭మ ൌ 0 
 CCC en la superficie libre:                                                          డఎడ௧ ൅ డఎడ௫ ݑ െ ݓ ൌ 0					; 			݁݊			ݖ ൌ ߟ 
 CCC en el fondo:                                                                          ݓ ൌ డ஍డ௭ ൌ 0																	; 			݁݊			ݖ ൌ െ݄ 
 CCC en laterales: 
‐ Periodicidad espacial                                                   Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ ൅ ܮ, ݖ, ݐሻ 
‐ Periodicidad tempora                                                  Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ, ݖ, ݐ ൅ ܶሻ 




























 Ecuación de gobierno (Ecuación de Laplace):                        સ૛Φ ൌ డమ஍డ௫మ ൅ డ
మ஍
డ௭మ ൌ 0 
 CCC en la superficie libre:                                                          డఎడ௧ െ ݓ ൌ 0					; 			݁݊			ݖ ൌ 0 
 CCC en el fondo:                                                                          ݓ ൌ డ஍డ௭ ൌ 0																	; 			݁݊			ݖ ൌ െ݄ 
 CCC en laterales: 
‐ Periodicidad espacial                                                   Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ ൅ ܮ, ݖ, ݐሻ 
‐ Periodicidad tempora                                                  Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ Φሺݔ, ݖ, ݐ ൅ ܶሻ 























߲ݖ ൌ 0														݁݊	ݖ ൌ 0 















ܶሺݐሻ ൌ ܧ	ܿ݋ݏሺ߱ݐሻ ൅ ܨ ݏ݁݊ሺ߱ݐሻ  (4–18) 
Siendo  E  y  F  dos  constantes  de  integración. Nos  aparece  el  término ߱  que  vamos  a  comprobar  que  es 
efectivamente  la  frecuencia  angular  del movimiento  oscilatorio. Aplicando  la  condición  de  periodicidad 
temporal de la función ܶሺݐሻ obtenemos: 
ܶሺݐሻ ൌ ܶሺݐ ൅ ܶሻ  (4–19) 
Siendo T el periodo de la onda. Para cumplir la anterior igualdad debe cumplirse: 
ܧ	ܿ݋ݏሺ߱ݐሻ ൅ ܨ ݏ݁݊ሺ߱ݐሻ ൌ ܧ	ܿ݋ݏ൫߱ሺݐ ൅ ܶሻ൯ ൅ ܨ ݏ݁݊൫߱ሺݐ ൅ ܶሻ൯  (4–20) 
Esta igualdad debe cumplirse término a término. 
ܿ݋ݏሺ߱ݐሻ ൌ ܿ݋ݏ൫߱ሺݐ ൅ ܶሻ൯  (4–21) 
Como el coseno se repite con periodicidad 2ߨ 
߱ݐ ൅ 2ߨ ൌ ߱ሺݐ ൅ ܶሻ  (4–22) 
Se concluye que ߱ es efectivamente la frecuencia angular. 
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comodidad, y en breve obtendremos su valor. 













 ݇ଶ ൐ 0 por lo que ݇ es un número real 
 ݇ଶ ൌ 0  
 ݇ଶ ൏ 0 por lo que ݇ es un número imaginario 
Las anteriores ecuaciones (4–28) y (4–29) tienen solución analítica que depende del valor de ݇. 
a) Si ݇ଶ ൐ 0 las soluciones de las ecuaciones son: 
ܺሺݔሻ ൌ ܣ	ܿ݋ݏሺ݇ݔሻ ൅ ܤ ݏ݁݊ሺ݇ݔሻ  (4–30) 
ܼሺݖሻ ൌ ܥ ݁௞௭ ൅ ܦ ݁ି௞௭  (4–31) 
b) Si  ݇ଶ ൌ 0  las soluciones de las ecuaciones son: 
ܺሺݔሻ ൌ ܣ ݔ ൅ ܤ  (4–32) 
ܼሺݖሻ ൌ ܥ ݖ ൅ ܦ  (4–33) 
c) Si  ݇ଶ ൏ 0  las soluciones de las ecuaciones son: 
ܺሺݔሻ ൌ ܣ ݁|௞|௫ ൅ ܤ ݁|ି௞|௫  (4–34) 
ܼሺݖሻ ൌ ܥ	ܿ݋ݏሺ|݇|ݖሻ ൅ ܦ ݏ݁݊ሺ|െ݇|ݖሻ  (4–35) 
Cabría preguntarse en este momento cuál podría ser la solución correcta. Como hemos impuesto que la solución 
en ݔ debe ser periódica, la única que cumple esta condición es la opción a) cuando ݇ ଶ ൐ 0 . Por tanto la solución 
finalmente será: 
ܺሺݔሻ ൌ ܣ	ܿ݋ݏሺ݇ݔሻ ൅ ܤ ݏ݁݊ሺ݇ݔሻ  (4–36) 





ܺሺݔሻ ൌ ܺሺݔ ൅ ܮሻ  (4–38) 






ܿ݋ݏሺ݇ݔሻ ൌ ܿ݋ݏ൫݇ሺݔ ൅ ܮሻ൯  (4–40) 
Como el coseno se repite con periodicidad 2ߨ 
݇ݔ ൅ 2ߨ ൌ ݇ሺݔ ൅ ܮሻ  (4–41) 
Se concluye que ݇ es el número de onda. 














se  incluye  aquí  y  sólo  de muestran  los  resultados  finales.  Si  el  lector  está  interesado  en  saber  cómo  se 
implementan las condiciones de contorno, éste puede consultar en la bibliografía técnica [10].  
 Función de potencial de velocidad 
Tras aplicar las condiciones de contorno CCC y CCD del problema, finalmente se obtiene la función potencial 
de velocidades Φሺݔ, ݖ, ݐሻ, solución de nuestro problema: 
Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ 	݃݇ 	
ܿ݋ݏ݄ሾ݇ሺ݄ ൅ ݖሻሿ
ܿ݋ݏ݄ሺ݄݇ሻ 	ሾܣଵ	ܿ݋ݏሺ݇ݔ െ ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ ൅ ܣଶ ݏ݁݊ሺ݇ݔ ൅ ߱ݐ െ ߮ଶሻሿ	 
(4–45) 
Debe  observarse  que  la  solución  general  de  la  función  de  potencial  de  velocidad  incluye  dos  ondas  de 
amplitudes ܣଵ  y ܣଶ  que  se mueven  según  el  eje X pero  en  sentido  contrario. De momento  sólo  estamos 
interesados en las ondas progresivas, es decir las que avanzan según la dirección positiva del eje +X; en este 
caso: ܣଵ ൌ ܣ ൌ ுଶ   y ܣଶ ൌ 0. 
Φሺݔ, ݖ, ݐሻ ൌ 	݃	ܣ	݇ 	
ܿ݋ݏ݄ሾ݇ሺ݄ ൅ ݖሻሿ
ܿ݋ݏ݄ሺ݄݇ሻ ܿ݋ݏሺ݇ݔ െ ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ 
(4–46) 
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Siendo ܣᇱ ൌ ܣ	݁௜ఝభ. Evidentemente, nuestra función potencial de velocidad será la parte real de Φ෩ሺݔ, ݖ, ݐሻ. 






que  la propagación de  la onda  sigue  la dirección del eje +X. podría haberse empleado  cualquier dirección 
arbitraria en el plano XY, en cuyo caso: 
 






 ࢑ ൌ ሺ݇	ܿ݋ݏߠ	, ݇	ݏ݁݊ߠ	ሻ el vector número de onda en la dirección ߠ 
 ࢞ ൌ ሺݔ	, ݕ	ሻ el vector de posición. 
 ࣬Ղሼ ሽ indica la parte real del número imaginario resultante. 
 Φ෩  representa el potencial de velocidad complejo. 






߲ݐ ൅ ݃	ߟ ൌ 0 ; ݁݊ ݖ ൌ 0 
(4–50) 
















A  pesar  de  todo,  volvemos  a  insistir  que  la  Teoría  Lineal  funciona  bastante  bien,  y  para  nosotros  como 
ingenieros, su aproximación es más que suficiente para la resolución de la inmensa mayoría de los problemas 
del día a día en ingeniería marítima. 
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߲ߟ
߲ݐ ൌ ܣ	߱ ݏ݁݊ሺ݇ݔ െ ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ 
(4–53) 
ݓሺ0ሻ ൌ ൤߲Φ߲ݖ ൨௭ୀ଴ ൌ
݃	ܣ ݇
߱ ݐ݄ܽ݊ሺ݄݇ሻ ݏ݁݊ሺ݇ݔ െ ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ  
(4–54) 
Introduciendo  los resultados (4–53) y (4–54) en  la ecuación (4–52), obtenemos finalmente  la expresión de  la 
ecuación de dispersión que relaciona los tres parámetros fundamentales de una onda: L – T – h.  





















 Aplicación práctica de la ecuación de dispersión. 
En ingeniería marítima suele expresarse la ecuación de dispersión en función de los valores T‐ L‐ h. Para ello 
sólo necesitamos sustituir los valores de ߱ y ݇ en función de la longitud de onda L y el periodo T. 







La  anterior  ecuación  es  implícita,  lo que quiere decir que  la  longitud de onda L no puede  ser despejada 
directamente,  pues  se  encuentra  dentro  del  argumento  de  la  tangente  hiperbólica.  De  cualquier  forma, 
observamos que esta ecuación relaciona los principales parámetros del oleaje: ܮ, ܶ y ݄. 


















caso de  la Fosa de  las Marianas alcanzaría  los 11.034 m. En este caso, el cociente h/L resulta un valor muy 
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contradictorio, pero sus consecuencias prácticas son enormes como veremos en un momento). 



















4.6.2. Concepto de aguas reducidas o someras (shallow water) 
Observese de nuevo la tabla anterior con los valores de las funciones hiperbólicas para distintos valores de h/L. 








h/L k∙h senh(kh) cosh(kh) th(kh)
0,00 0,000 0,000 1,000 0,000
0,01 0,063 0,063 1,002 0,063
0,02 0,126 0,126 1,008 0,125
0,03 0,188 0,190 1,018 0,186
0,04 0,251 0,254 1,032 0,246
0,05 0,314 0,319 1,050 0,304
0,10 0,628 0,670 1,204 0,557
0,20 1,257 1,614 1,899 0,850
0,30 1,885 3,217 3,369 0,955
0,40 2,513 6,132 6,213 0,987
0,50 3,142 11,549 11,592 0,996
0,60 3,770 21,677 21,700 0,999
0,70 4,398 40,647 40,660 1,000
0,80 5,027 76,200 76,206 1,000
0,90 5,655 142,837 142,841 1,000











ܿ ൌ ܮܶ ൌ ඥ݄݃ 
(4–61) 
Este resultado no debe extrañarnos, pues es precisamente la celeridad a la que se desplazan las ondas y las 





 Celeridad de grupo 
Imagínemos un día de playa en verano; uno de esos días de sol y calor en los que apetece un baño refrescante 
en el que nos dejamos arrastrar y revolcar por las olas. Si nos fijaramos un poco en qué está ocurriendo en esos 
momentos  podriamos  ver  claramente  que  se  produce  una  secuencia  regular  de  varias  olas más  grandes 
(aproximadamente 3)  seguidas de otras más pequeñas… Este fenómeno tiene hasta su propio nombre en Cádiz. 
A las tres olas más grandes se las conoce como “Las tres Marías”. 
Esta  introducción anecdótica  tiene un  significado  físico  fundamental en  ingeniería marítima, pues nos está 
dando una pista sobre como llegan los trenes de onda a la costa durante su propagación. Es decir, nos indica 
que los trenes de vienen en grupos de olas. 
Una  forma  sencilla de visualizar y comprender qué es y por qué  se produce este  fenómeno es  suponer  la 
interacción de dos ondas  sinusoidales moviéndose en  igual dirección pero  con una  ligera diferencia en  su 
longitud de onda (Li) y su periodo (Ti). Por simplificar supondremos que son de igual altura H. Podemos aplicar 
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ߟሺݔ, ݐሻ ൌ ߟଵሺݔ, ݐሻ ൅ ߟଶሺݔ, ݐሻ ൌ ܪ2 ܿ݋ݏሺ݇ଵݔ െ ߱ଵݐሻ ൅
ܪ
2 ܿ݋ݏሺ݇ଶݔ െ ߱ଶݐሻ 
(4–62) 













Observando  la ecuación de  la onda envolvente podemos  identificar  los  términos de número de onda ݇௚ y 
frecuencia angular  ௚߱ envolvente del grupo “݃“de olas. 




















ߨ ቀ 1ܮଵ െ
1
ܮଶቁ


















































Para  el  caso  de  aguas  profundas,  donde  el  cociente  ݄/ܮ ൐ 0,5  ,  la  función  ݏ݄݁݊ሺ2݄݇ሻ  toma  valores 
exponencialmente crecientes, por lo que el cociente  ଶ௞௛௦௘௡௛ሺଶ௞௛ሻ ൎ 0. En este caso, la celeridad de grupo en aguas 
profundas ܿ௚௢	toma el valor de: 







para el caso de aguas someras, donde el cociente  ݄ /ܮ ൏ 0,05 la función ݏ݄݁݊ሺ2݄݇ሻ ൎ 2݄݇, por lo que el cociente 
ଶ௞௛
௦௘௡௛ሺଶ௞௛ሻ ൎ 1. En este caso, la celeridad de grupo en aguas profundas ܿ௚௢	toma el valor de: 















݀ܧ௜௡௦௧ ൌ ݀ܧ௖ ൅ ݀ܧ௣  (4–75) 




















































5 LA MILD-SLOPE EQUATION 
Sólo aquellos que tengan la paciencia de hacer 
perfectamente las cosas simples, adquirirán la habilidad 
de hacer las difíciles fácilmente. 
















En este TFM se estudia  la MSE en su formulación frecuencial, no  temporal; significa esto que  la solución 
obtenida es estacionaria, no estamos  interesados en soluciones  transitorias de  la solución  (dependientes del 
tiempo).  
El problema  que  se planteó Berkhoff  en  su  tesis doctoral  fue  cómo  obtener una  solución  al problema de 





No  se  pretende  en  este TFM  hacer una demostración  exhaustiva de  cómo  se  llega  a  la MSE. De  toda  la 
bibliografía consultada al respecto se puede comprobar que la deducción matemática rigurosa de la MSE es 
bastante  tediosa;  en  algún  caso  se  pueden  leer  comentarios  en  artículos  técnicos  en  inglés  del  tipo: 
“…straightforward  but  tedious”.  Sin  embargo,  existen  publicaciones  donde  se  muestra  un  desarrollo  más 
asequible e intiutivo de cómo se deduce la MSE [10]. 
 Hipótesis básicas 






















A partir de ahora trabajaremos con la forma compleja del potencial Φ෩ሺݔ, ݕ, ݖ, ݐሻ. Si reordenamos y agrupamos 
los términos de esta ecuación obtenemos: 
Φ෩ሺݔ, ݕ, ݖ, ݐሻ ൌ ߶ሺݔ, ݕሻ	ܿ݋ݏ݄ሾ݇ሺ݄ ൅ ݖሻሿܿ݋ݏ݄ሺ݄݇ሻ ݁




Φሺݔ, ݕ, ݖ, ݐሻ. 
 ܭ௣ሺݖ, ݄ሻ o factor de profundidad que depende de z y h. 
 	݁ି௜ఠ௧ factor que controla la evolución temporal de la onda 
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A efectos prácticos puede considerarse que la aproximación es aceptable para valores de ܵோ ൏ 0,10. 












න ܭ௣ሺݖ, ݄ሻ સ૛Φ෩	݀ݖ
଴
ି௛













Φ෩ሺݔ, ݕ, ݖ, ݐሻ ൌ ߶ሺݔ, ݕሻ	ܿ݋ݏ݄ሾ݇ሺ݄ ൅ ݖሻሿܿ݋ݏ݄ሺ݄݇ሻ ݁










቉ ൅ ߲߲ݕ ቈ
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݃ ൨ ൅ ݇





સ ∙ ൫ܿܿ௚સ߶൯ ൅ ݇ଶܿܿ௚߶ ൌ 0  (5–14) 
El  lector debe haberse dado  cuenta ya que  la MSE es una ecuación definida en  la variable escalar	߶ሺݔ, ݕሻ, 










numérica  mediante  el  método  de  los  elementos  finitos.  Estos  conceptos,  forma  fuerte  y  débil,  sólo  son 
introducidos aquí. Serán conveneintemente aclarados en su momento. 
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 Contornos cerrados ડ૚: son bordes físicos del dominio (costa, dique, muelle,…etc.) con cierta capacidad 
de reflexión del oleaje incidente. 
 Contornos abiertos ડ૛: son contornos  ficticios “no  físicos” que necesitamos  imponer para cerrar el 







































6 APLICACIÓN DEL M.E.F. A LA MILD-
SLOPE EQUATION UNIDIMENSIONAL (1-D)  
El experimentador que no sabe lo que está buscando no 
comprenderá lo que encuentra. 
 -  Claude Bernard - 
 
Establecidas  previamente  las  bases  teóricas  fundamentales  del  fenómeno  de  propagación  de  ondas, 
iniciamos  con  este  capítulo  nuestro  periplo  por  el  fascinante mundo  de  los métodos  numéricos  en 
ingeniería marítima. Buscamos una solución numérica de  la “Mild‐Slope Equation”  (MSE) mediante el 
Método de los Elementos Finitos (MEF) con aproximación de Galerkin Continua. 
Siguiendo  el  espíritu  pedagógico  de  este  TFM,  iniciaremos  la  implementación  numérica  del  modelo  de 
propagación de ondas empleando  la forma más sencilla y básica de  la MSE, que es su forma 1‐D, es decir,  
planteada únicamente en la variable espacial x (problema unidimensional). 









 La Mild-Slope Equation 1-D 
En el capítulo 5 obtuvimos la forma general vectorial de la MSE en 2D. 


















Dominio	Ω:		0 ൑ ݔ ൑ ݈ 
Figura 6‐1. Dominio de integración 1‐D. 
 Formulación débil de la Mild-Slope Equation 1-D 
Para obtener la forma integral o débil de la MSE 1‐D, primero elegimos una función de peso o ponderal ߰ሺݔሻ 
arbitraria y planteamos la siguiente igualdad: 





Ahora integramos en todo el dominio Ω:		0 ൑ ݔ ൑ ݈, obteniéndose: 




















ܴ݈݁݃ܽ	݀݁	݅݊ݐ݁݃ݎܽܿ݅ó݊	݌݋ݎ	݌ܽݎݐ݁ݏ:		 න ݑ ݀ݒ
௕
௔




ݑ ൌ 	߰																							݀ݑ ൌ 	݀߰݀ݔ 	݀ݔ 
݀ݒ ൌ ݀݀ݔ ൬ܿܿ௚
݀߶









ൌ 		 ܿܿ௚	߰	 ݀߶݀ݔ൨଴
௟




















































 Condiciones de contorno del problema 
En la forma débil de la ecuación de gobierno (6–7) necesitamos conocer los valores del flujo de potencial: ௗథௗ௫  ó  ௗథ
ௗ࢔ en los dos extremos del dominio de integración	Ω:		0 ൑ ݔ ൑ ݈. Estas serán precisamente las condiciones de 
contorno de nuestro problema 1‐D. 
Como ya introdujimos en el epígrafe 5.3, tendremos cuatro tipos de condición de contorno: 





al  contorno. Por  tanto,  no  tendremos  el  problema de  conocer  el  ángulo  ߠ de  aproximación del  potencial 
desconocido al contorno, como ocurre en el caso de la MSE 2‐D. Este problema crucial en la resolución numérica 
de la MSE será tratado en profundidad en el capítulo 7. 






del oleaje  incidente, el cual se mide a través del coeficiente de reflexión ܴ: 0 ൑ ܴ ൑ 1. Un borde totalmente 
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߶ோ ൌ ܴ ෤߮ ݁ି௜௞௫෤  (6–11) 
Siendo  ෤߮  la amplitud de la onda incidente al contorno. 
El valor total del potencial en el contorno será la suma del potencial incidente y el reflejado: 





݀ݔ෤ ൌ ෤߮ 	ሺ݅݇݁








݀ݔ෤൨௫෤ୀ଴ ൌ ݅݇ ෤߮ ሺ1 െ ܴሻ 
(6–15) 







1 ൅ ܴ ߶ ݁݊ ݔ෤ ൌ 0 
(6–16) 












݀ݔ ൌ ݅ ݇
1 െ ܴ

















݀ݔ ൌ ݅ ݇
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ ߶ 
(6–19) 
݀߶
݀ݔ ൌ ݅ ݇
1 െ ܴ












߲࢔ ൌ ࢔ ∙ સ߶ 
(6–21) 
Calculemos el valor de ࢔ ∙ સ߶ en cada borde del dominio: 






0 ቉ ൌ െ
݀߶
݀ݔ ൌ ݅ ݇
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ ߶ 
(6–22) 








݀ݔ ൌ ݅ ݇
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ ߶ 
(6–23) 
Por tanto, concuerda con los resultados expresados en las ecuaciones (6–18) y (6–20). 
6.3.2. Condición de contorno de borde abierto 
Se  trata de contornos  ficticios “no  físicos” que necesitamos  imponer para cerrar el dominio y que éste  sea 



















mientras que desde  el  interior  sale una onda  reflejada por  los  contornos  físicos del dominio ߶௢௨௧, que  es 
desconocida a priori. 

















1 ൅ ܴ ߶ ൌ ݅݇߶௢௨௧ ݁݊ ݔ෤ ൌ 0 
(6–26) 
El potencial existente en el contorno será la suma de los potenciales entrante y saliente del dominio  























݀ݔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ 
(6–30) 
݀߶
















݀ݔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ ݁݊ ܾ݋ݎ݀݁ ܾܽ݅݁ݎݐ݋ ݔ ൌ ݈	 
(6–32) 
݀߶






߲࢔ ൌ ࢔ ∙ સ߶ 
(6–34) 
Calculemos el valor de ࢔ ∙ સ߶ en cada borde del dominio: 






0 ቉ ൌ െ
݀߶
݀ݔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ 
(6–35) 








݀ݔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ 
(6–36) 
Por tanto, concuerda con los resultados expresados en las ecuaciones (6–31) y (6–33). 
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 Discretización del dominio 
Mediante  la aplicación de métodos numéricos, como el MEF, renunciamos a obtener una solución analítica 
continua del problema ߶ሺݔሻ en  todo el dominio de  integración. En  su  lugar, nos  conformaremos  con una 































 Funciones de forma o interpolación 











de la malla de elementos finitos: ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … , ݔே. Para el elemento general (e), formado por los nodos ݅ െ ݆, las 
funciones de interpolación serán: 
௜ܰ௘ሺݔሻ ൌ െ 1ܮ௘ ൫ݔ െ ݔ௝൯ 
(6–37) 
௝ܰ௘ሺݔሻ ൌ 1ܮ௘ ሺݔ െ ݔ௜ሻ 
(6–38) 
Siendo ܮ௘ ൌ ݔ௝ െ ݔ௜ la longitud del elemento ሺ݁ሻ. La función de intepolación lineal  ௜ܰ௘ሺݔሻ tienen la propiedad 
de tomar valor unidad en el nodo ݅  y cero en el nodo ݆ , por lo que la interpolación de los valores de ߶ dentro del 
elemento se obtiene como: 
߶	 ൌ ߶௜	 ௜ܰ௘ሺݔሻ ൅ ߶௝ ௝ܰ௘ሺݔሻ  (6–39) 
Comenzaremos desde este momento a utilizar la notación matricial, por ser ésta la habitualmente empleada en 
el MEF. Así la anterior ecuación (6–39) podemos expresarla como: 
ࣘ௘ ൌ ቈ߶௜߶௝቉															 ; 				 ࡺ
௘ ൌ ሾ ௜ܰ௘ሺݔሻ ௝ܰ௘ሺݔሻሿ 
(6–40) 














































௜ܰ௘ሺߦሻ ൌ െ12 ሺߦ െ 1ሻ 
(6–46) 
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ݔ ൌ ݔ௜ ௜ܰ௘ሺߦሻ ൅ ݔ௝	 ௝ܰ௘ሺߦሻ ൌ െݔ௜2 ሺߦ െ 1ሻ ൅
ݔ௝
2 ሺߦ ൅ 1ሻ 
(6–48) 
Es decir, a cada punto del espacio en coordendadas cartesianas ݔ le corresponde un único punto en el espacio 
de coordenadas naturales ߦ  , y viceversa. Si calculamos el diferencial de x empleando  la ecuación  (6–48) y 
aplicamos la regla de la cadena, obtenemos: 








Por tanto, para el caso 1‐D el factor   ௅೐ଶ    es el  jacobiano de la transformación de coordenadas catesianas ݔ al 
espacio de coordenadas naturales ߦ. 
ܬ ൌ ܮ௘2  
(6–50) 





















ࢉ்ࡽ ൌ 0 ⟹ ࡽ ൌ 0  (6–53) 

































߱ଶ sale de  la  integral pues es un valor constante y conocido  (dato de partida), por ser  la MSE un modelo 
monocromático de propagación de ondas lineales (el periodo se conserva durante la propagación). 















Los dos  restantes  sumandos  son  integrales de dominio Ω, que pueden  expresarse  como un  sumatorio de 
integrales en cada elemento Ω݁. 










න ܿ௚ܿ ߶ ߰	݀ݔ
௟
଴







valores de ܿ y ܿ௚ son aproximadamente constantes en cada elemento  (e), por  lo que pueden sacarse de  las 
integrales como valores constantes; insistimos, a nivel de elemento Ω݁. 
න ܿܿ௚ ݀߰݀ݔ 	
݀߶








න ܿ௚ܿ ߶ ߰	݀ݔஐ௘ ൌ ቀ
ܿ௚
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6.7.1. Integrales de dominio. 











ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ ࢉ் ቈන ࡮௘்࡮௘ ݀ݔ
௫ೕ
௫೔
቉ࣘ௘ ൌ ࢉ் ࡷୣ ࣘ௘ 
(6–62) 
ቀܿ௚ܿ ቁ௘ න ߶ ߰	݀ݔ
௫ೕ
௫೔
ൌ ቀܿ௚ܿ ቁ௘ 	ࢉ
் ቈන ࡺ௘்ࡺ௘ ݀ݔ
௫ೕ
௫೔
቉ࣘ௘ ൌ ࢉ் ࡹୣ ࣘ௘ 
(6–63) 
Siendo: 















Calcularemos ahora  las  integrales que aparecen en  las anteriores ecuaciones. Recordemos que  la matriz ࡮௘ 
resultó ser una matriz de términos constantes cuando las funciones de forma ܰ ௜௘ሺݔሻ son lineales (elemento lineal 
de dos nodos). 




ൌ ࡮௘்࡮௘ න 	݀ݔ
௫ೕ
௫೔
ൌ ܮ௘	࡮௘்࡮௘ ൌ 1ܮ௘ ቈ
െ1































ൌ ܮ௘2 න ൦
1
2 ሺ1 െ ߦሻ1
2 ሺ1 ൅ ߦሻ
൪ ൤12 ሺ1 െ ߦሻ
1
2 ሺ1 ൅ ߦሻ൨ 		݀ߦ ൌ
ାଵ
ିଵ
ൌ ܮ௘8 න ቈ
ሺ1 െ ߦሻଶ 1 െ ߦଶ











ߦ௜ ൌ േ ଵ√ଷ							 ; 					ݓ௜ ൌ 1. 
 









ൌ ܮ௘8 න ቈ
ሺ1 െ ߦሻଶ 1 െ ߦଶ
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െ ߱ଶ න ܿ௚ܿ 	߶	߰ ݀ݔ
௟
଴













൩ ࣘ ൌ ࢌ 
(6–75) 
෍ሾࡷୣ െ ߱ଶ ࡹୣሿ
௘
ࣘ ൌ ࢌ  (6–76) 











































Figura 6‐11. Ejemplo de dominio con borde abierto en ݔ ൌ 0 y cerrado en ݔ ൌ ݈, con coeficiente de reflexión R. 























ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ௟ ൌ ݅	݇ܿܿ௚
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ ߰ ߶൨௫ୀ௟ 
(6–82) 
Ahora  tenemos  que  incluir  las  interpolaciones  de  las  funciones ߰  y ߶,  teniendo  en  cuenta  que  debemos 
particularizar sus valores en el extremo ݔ ൌ ݈	 del dominio: nodo N, donde se sitúa el elemento (N‐1). 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ௟ ൌ ݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ௟ 	൬
1 െ ܴ




Veamos cuanto vale el vector ࡺሺேିଵሻ en ݔ ൌ ݈. Este vector contiene las funciones de forma del elemento ሺܰ െ 1ሻ. 
ࡺሺேିଵሻ൧௫ୀ௟ ൌ ሾ ேܰିଵேିଵ ேܰேିଵሿ௫ୀ௟ ൌ ሾ0 1ሿ  
(6–84) 
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ܿܿ௚ ߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ௟ ൌ ݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ௟ ൬
1 െ ܴ





Si tuviéramos el borde cerrado en el borde ݔ ൌ 0, en lugar del borde ݔ ൌ ݈, y haciendo un desarrollo similar al 
anterior obtendríamos: 
ܿܿ௚ ߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ ݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴ ൬
1 െ ܴ




Expresado  en  forma matricial global para  insertar  la  condición de  contorno  cerrado, podemos  escribir  las 
ecuaciones (6–85) y (6–86) de la siguiente forma genérica: 
 Borde cerrado en ݔ ൌ 0: 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ ݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴ 	൬
1 െ ܴ














 Borde cerrado en ݔ ൌ ݈: 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ௟ ൌ ݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ௟ 	൬
1 െ ܴ
















primer término de la ecuación  ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ, modificando la matriz de rigidez ࡷ	 ⟹ ࡷ௠௢ௗ y el vector de fuerzas 
ࢌ	 ⟹ ࢌ௠௢ௗ. Esto nos permite obtener un sistema lineal de ecuaciones que puede resolverse fácilmente. 
ࡷ௠௢ௗ ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ  (6–89) 
	ࣘ ൌ ሺࡷ௠௢ௗሻି૚ ࢌ௠௢ௗ  (6–90) 








߲࢔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ 	 ⟹				
݀߶
݀ݔ ൌ 2݅݇߶௜௡ െ ݅݇߶ ݁݊ ܾ݋ݎ݀݁ ܾܽ݅݁ݎݐ݋ ݔ ൌ 0 
(6–91) 
߲߶
߲࢔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ ⟹				
݀߶




ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅	݇ܿܿ௚ ߶௜௡ ߰ ൧௫ୀ଴ ൅ ݅ ݇ ܿܿ௚ ߰ ߶ ൧௫ୀ଴ 
(6–93) 
Ahora  tenemos  que  incluir  las  interpolaciones  de  las  funciones ߰  y ߶,  teniendo  en  cuenta  que  debemos 
particularizar sus valores en el extremo ݔ ൌ 0	 del dominio: nodo 1, donde se sitúa el elemento (1). 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴	߶௜௡	ൣࡺ






ࡺሺଵሻ൧௫ୀ଴ ൌ ൣ ଵܰሺଵሻ ଶܰሺଵሻ൧௫ୀ଴ ൌ ሾ1 0ሿ  
(6–95) 
El  resultado  (6–95)  anterior  es  evidente  teniendo  en  cuenta  cómo  son  las  funciones de  forma. Finalmente 
obtenemos: 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴ ߶௜௡ ቈ
1




Si tuviéramos el contorno abierto en el borde ݔ ൌ ݈, en lugar del borde ݔ ൌ 0, y haciendo un desarrollo similar 
al anterior, obtendríamos: 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ௟ ൌ െ2݅൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ௟ ߶௜௡ ቈ
0





Expresado  en  forma matricial  global  para  insertar  la  condición de  contorno  abierto,  podemos  escribir  las 
ecuaciones (6–96) y (6–97) de la siguiente forma genérica: 
 Borde cerrado en ݔ ൌ 0: 
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 Borde cerrado en ݔ ൌ ݈: 





























de  rigidez ࡷ	 ⟹ ࡷ௠௢ௗ  y  el  vector  de  fuerzas  ࢌ	 ⟹ ࢌ௠௢ௗ.  Esto  nos  permite  obtener  un  sistema  lineal  de 
ecuaciones que puede resolverse fácilmente. 
ࡷ௠௢ௗ ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ  (6–100) 
	ࣘ ൌ ሺࡷ௠௢ௗሻି૚ ࢌ௠௢ௗ  (6–101) 




a) Caso en que el borde con potencial prescrito sea ݔ ൌ 0. 
Veamos como esta condición de contorno afecta al sistema de ecuaciones, que inicialmetne tiene la forma: 
ࡷࣘ ൌ ࢌ  (6–102) 
Puesto que la condición de potencial prescrito está en ݔ ൌ 0 estamos interesados sólo en el término ࢌ૚: 



































































ۍ ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵ,ேିଵ ܭଵேܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ ܭଶே
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ ܭଷே
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
ܭሺேିଵሻଵ ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮




































































ۍെ൫ܿܿ௚൯௫ୀ଴ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵ,ேିଵ ܭଵே
0 ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ ܭଶே
0 ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ ܭଷே
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
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ۍܭଵଵ 0 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ ܭଶே
0 ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ ܭଷே
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
































































Mantener  el valor ܭଵଵ  en  la diagonal de	ࡷ  tiene  su  importancia, pues nos da  lugar  a una matriz ࡷ  bien 
condicionada para ser invertida numéricamente; todos los términos de ࡷ son del mismo orden de magnitud, 
evitando problemas de convergencia numérica en la resolución del sistema de ecuaciones: ࡷ௠௢ௗ	ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ. 
b) Caso en que el borde con potencial prescrito sea ݔ ൌ ݈. 
Veamos como esta condición de contorno afecta al sistema de ecuaciones, que inicialmetne tiene la forma: 
ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ ൌ ࢌ૛ ൅ ࢌ૚  (6–113) 
Puesto que la condición de potencial prescrito está en ݔ ൌ ݈ estamos interesados sólo en el término ࢌ૛: 









Veamos cuanto vale el vector ࡺሺேିଵሻ en ݔ ൌ ݈. Este vector contiene las funciones de forma del elemento ሺࡺ െ ૚ሻ. 
ࡺሺேିଵሻ൧௫ୀ௟ ൌ ൣ ேܰିଵሺேିଵሻ ேܰሺேିଵሻ൧௫ୀ௟ ൌ ሾ0 1ሿ  
(6–116) 
El resultado anterior es evidente teniendo en cuenta cómo son las funciones de forma. Finalmente obtenemos: 

























































ۍ ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵ,ேିଵ ܭଵே
ܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ ܭଶே
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ ܭଷே
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
ܭሺேିଵሻଵ ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮































































ۍ ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵ,ேିଵ 0
ܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ 0
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
ܭሺேିଵሻଵ ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ 0


















































































ۍ ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵ,ேିଵ 0
ܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ 0
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
ܭሺேିଵሻଵ ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮
































































Mantener  el valor ܭேே  en  la diagonal de	ࡷ  tiene  su  importancia, pues nos da  lugar  a una matriz ࡷ bien 
condicionada para ser invertida numéricamente; todos los términos de ࡷ son del mismo orden de magnitud, 
evitando problemas de convergencia numérica en la resolución del sistema de ecuaciones: ࡷ௠௢ௗ	ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ. 
6.7.2.4. Condición de Contorno de flujo de potencial prescrito (C.C. Natural o Neumann): 
La condición de contorno en este caso prescribe el valor de డథ೔డ࢔  en unos de los bordes del dominio. Con este valor 
conocido entramos directamente en la forma débil de la ecuación (6–55). 























Expresado en  forma matricial global para  insertar  la condición de contorno de  flujo de potencial prescrito, 
podemos escribir las ecuaciones (6–126) y (6–127) de la siguiente forma: 





































 Procedimiento de ensablaje del sistema de ecuaciones. 
6.8.1. Ensamblaje de la matríz de rigidez global. 
Al igual que ocurre en el MEF aplicado a los problemas de elasticidad, aquí estamos buscando un sistema lineal 
de ecuaciones algebráicas del tipo: 





ܭଵଵ ܭଵଶ ⋯ ܭଵேܭଶଵ ܭଶଶ ⋯ ܭଶே⋮ ⋮ ⋱ ⋮
















matrices  elementales  colocadas  en  su posición  correcta para  conformar  la matriz de  rigidez ࡷ global del 
sistema.  
El proceso de montaje de  la matriz de  rigidez es un proceso automático y muy  simple que  se presta a  su 
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ࡷୣୣ ൌ ࡷୣ െ ߱ଶ ࡹୣ  (6–134) 
¿Cómo se ensambla  la matriz elemental ࡷ௘௘	dentro de  la matriz de rigidez global ࡷ? La respuesta es muy 






numerados de forma correlativa desde el borde izquierdo ݔ ൌ 0 hasta el borde derecho ݔ ൌ ݈. Procediendo de 
esta forma es sencillo relacionar cualquier elemento de la malla con los nodos que lo conforman (ver figura 










ࡷ௠௢ௗ ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ  (6–135) 










 Borde cerrado en ݔ ൌ 0: 
















 Borde cerrado en ݔ ൌ ݈: 


















signo al primer término de la ecuación  ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ, modificando la matriz ࡷ	 ⟹ ࡷ௠௢ௗ.  
Esta modificación consiste simplemente en: 
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 Borde cerrado en ݔ ൌ ݈: 





























término de la ecuación  ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ, modificando la matriz ࡷ	 ⟹ ࡷ௠௢ௗ. 
La modificación de la matriz de rigidez en este caso consiste simplemente en: 
‐ Si el borde abierto se sitúa ݔ ൌ 0, añadimos al primer término de la diagonal ܭଵଵ de la matriz de rigidez 
ࡷ el sumando: 
െ݅		൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴	 
















































ۍܭଵଵ 0 0 ⋯ ⋯ 0 0
0 ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ ܭଶே
0 ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ ܭଷே
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ ⋮

























ۍ ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ⋯ ⋯ ܭଵሺேିଵሻ 0
ܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ⋯ ⋯ ܭଶሺேିଵሻ 0
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ⋱ ⋯ ܭଷሺேିଵሻ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
ܭሺேିଵሻଵ ܭሺேିଵሻଶ ܭሺேିଵሻଷ ⋯ ⋯ ⋱ 0
























































































































 Simulación  MSE-1D-000:  propagación  de  una  onda  monocromática  en  batimetría  con  fondo 

















 SIMULACIÓN MSE-1D-000. Propagación de Onda Monocromática en Batimetría 
Constante 
6.10.1. Descripción física del problema. 
Este es un problema trivial resuelto por la teoría lineal de ondas de Airy. No obstante, es un punto de partida 
pedagógicamente  importante para  el  inicio  a  los  test  eficiencia,  estabilidad y precisión de nuestro modelo 
numérico de elementos finitos. 
Partiendo  como dato el periodo de  la onda ܶ y una profundidad ݄  constante del  fondo marino para una  
situación de aguas  intermedias 0.05 ൑ ௛௅ ൑ 0.50,  siendo ܮ  la  longitud de onda  local para  la profundidad ݄ 
obtenida de la ecuación de dispersión de ondas. 
Supondremos que un potencial unitario entra por el borde  izquierdo del dominio ݔ ൌ 0 y que en el borde 
derecho ponemos condiciones de borde totalmente absorbente ܴ ൌ 0, lo que físicamente equivale a que la onda 
atraviesa este dominio sin ser reflejada. 
6.10.2. Solución analítica del problema. 
La solución analítica del potencial reducido de velocidad de amplitud ߮ ෤  en cualquier punto ݔ del dominio viene 
expresado por la siguiente ecuación: 
߶ሺݔሻ ൌ ෤߮ ݁௜௞௫  (6–147) 
Por tratarse de una propagación en fondo de profundad constante, los valores del número de onda ݇  y amplitud 
෤߮  permanecen constantes. 






ܮ ൰ ⟹ ܮ ൎ 24,93 ݉  
(6–148) 





24,93 ൌ 0,1203				 ⟹ 			0.05 ൑
݄
ܮ ൑ 0.50 ܲݎ݋݂ݑ݊݀݅݀ܽ݀ ݅݊ݐ݁ݎ݉݁݀݅ܽ  
(6–149) 
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Tabla 6–1 Datos numéricos del problema de Propagación en Fondo Constante 
DATO  VALOR NUMÉRICO 
Potencial de entrada en (ݔ ൌ 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 5′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.00
Coeficiente de reflexión (ݔ ൌ ݈)  ܴ ൌ 0
Longitud del dominio  ݈ ൌ 100 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ ݒܽݎܾ݈݅ܽ݁





























































































6.10.4. Código de elementos finitos en Matlab®. 
Anexo al presente TFM se incluye un CD‐Rom que incluye, entre otros, el listado de código de elementos finitos 
MSE1D_000.m programado en Matlab® empleado para  resolver el problema de propagación  sobre  fondo 
plano. Así  mismo, se incluyen las funciones auxiliares empleadas por el código principal del programa. 
   









































































 SIMULACIÓN MSE-1D-001. Shoaling Puro 



































ܾଶ	ܧ௙,ଶ ൌ ܾଵ ܧ௙,ଵ ൅ ∆ܧଵିଶ  (6–151) 
Siendo ∆ܧଵିଶ  las perdidas de energía por  fricción con el  fondo. Supongamos despreciables  las pérdidas de 
energía por fricción en el fondo. El mecanismo físico de propagación de ondas es extremadamente eficiente por 
lo que en primera aproximación podemos despreciar las perdidas de energía por fricción. 
ܾଶ ܧ௙,ଶ ൎ ܾଵ ܧ௙,ଵ  (6–152) 
En el caso de shoaling puro, al no producirse deformaciones en la dirección espacial േݕ, la anchura ܾ௜	del tubo 
de energía se mantiene constante durante la propagación, por tanto: 
ܧ௙,ଶ ൎ ܧ௙,ଵ  (6–153) 
ܿ௚,ଶ 18 ߩ݃ܪଶ
ଶ ൎ ܿ௚,ଵ 18 ߩ݃ܪଵ
ଶ  (6–154) 
Por tanto, conocida la altura de ola en la sección 1 podremos conocer la altura en otra sección 2: 
ܪଶ ൌ ඨܿ௚,ଵܿ௚,ଶ ܪଵ 
(6–155) 
Normalmente,  en  los  problemas  reales  de  ingeniería  marítima  disponemos  de  datos  de  alturas  de  ola 
procedentes de boyas  fondeadas  en  aguas profundas. Si  consideramos que  la  sección  1  se  sitúa  en  aguas 
profundas (subíndice 0) y la seción 2 es cualquier otra sección del frente de onda (sin subíndice), llegamos a la 
siguiente expresión: 










߶ሺݔሻ ൌ ܣ଴ඨ ௚ܿ଴ܿ௚ 		݁









Potencial de entrada en (x = 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 5′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.05
Coeficiente de reflexión (playa)  ܴ ൌ 0
Longitud del dominio  ݈ ൌ 400 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 1000
Calado máximo (x = 0)  ݄଴ ൌ 20,50 ݉







2ߨ ൌ 1,56 ܶ
ଶ ൌ 39 ݉  (6–158) 
















2ߨ 	ݐ݄ܽ݊ሺ݄݇ሻ ⟹ ܮ ൎ 11 ݉  
(6–159) 
Como el dominio de integración es de 400 m y se ha discretizado en ܰ ൌ 1000 elementos, resulta un tamaño de 

















































































































 SIMULACIÓN MSE-1D-002. Frecuencias propias de oscilación de dársena 
unidimensional 


























resolver  con  nuestro modelo  de  elementos  finitos  unidimensional. Además  este  problema  tiene  solución 
analítica. 
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Siendo  ෤߮  la amplitud del potencial entrante conocida.  
Sin embargo, el potencial que llega al borde abierto, reflejado desde el borde cerrado ݔ ൌ ݈ , es:  
߶ோ ൌ ܣோ݁ି௜௞௫  (6–165) 
Siendo ܣோ la amplitud de la onda reflejada, desconocid a priori, y que se obtiene imponiendo la condición de 
reflexión en el borde cerrado ݔ ൌ ݈. 
߶ோሺݔ ൌ ݈ሻ ൌ ෤ܴ߮݁௜௞௟  (6–166) 
ܣோ݁ି௜௞௟ ൌ ෤ܴ߮݁௜௞௟ → ܣோ ൌ ෤ܴ߮݁ଶ௜௞௟  (6–167) 
Por tanto, la expresión del potencial reflejado ߶ோ en cualquier punto del dominio es: 
߶ோ ൌ ܣோ݁ି௜௞௫ ൌ ෤ܴ߮݁ଶ௜௞௟݁ି௜௞௫  (6–168) 
El potencial ߶ en cualquier punto de la dársena será la suma del incidente más el reflejado: 
߶ ൌ ߶௜௡ ൅ ߶ோ ൌ ෤߮ ሾ݁௜௞௫ ൅ ܴ ݁ଶ௜௞௟ ݁ି௜௞௫ሿ  (6–169) 
Justo en el borde de entrada a la dársena ሺݔ ൌ 0ሻ tendremos 
߶ሺݔ ൌ 0ሻ ൌ ෤߮ ሾ1 ൅ ܴ ݁ଶ௜௞௟ሿ  (6–170) 
En el caso en que ܴ ൌ 1 (borde completamente reflejante) y valor  ෤߮ ൌ 1, nos queda: 
߶ሺݔ ൌ 0ሻ ൌ 1 ൅ ݁ଶ௜௞௟  (6–171) 






Potencial de entrada en (x = 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0 ݂݋݊݀݋ ݌݈ܽ݊݋ ݄݋ݎ݅ݖ݋݊ݐ݈ܽ 
Coeficiente de reflexión (muelle)  ܴ ൌ 1
Longitud de dársena  ݈ ൌ 100 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 100








݊ ൌ 0		 ⟹		 ଴ܶ ൌ 4	݈ሺ1 ൅ 2݊ሻ	ඥ݄݃ ൌ
4 ∙ 100
ሺ1 ൅ 2 ∙ 0ሻ √9,81 ∙ 2 ൌ 90,3047′′ 
݊ ൌ 1		 ⟹		 ଵܶ ൌ 4	݈ሺ1 ൅ 2݊ሻ	ඥ݄݃ ൌ
4	 ∙ 100
ሺ1 ൅ 2 ∙ 1ሻ	√9,81 ∙ 2 ൌ 30,1016′′ 
݊ ൌ 2		 ⟹		 ଶܶ ൌ 4	݈ሺ1 ൅ 2݊ሻ	ඥ݄݃ ൌ
4	 ∙ 100
ሺ1 ൅ 2 ∙ 2ሻ	√9,81 ∙ 2 ൌ 18,0609′′ 
݊ ൌ 3		 ⟹		 ଷܶ ൌ 4	݈ሺ1 ൅ 2݊ሻ	ඥ݄݃ ൌ
4	 ∙ 100




periodos  ଴ܶ,  ଵܶ,  ଶܶ y  ଷܶ,…, para profundidad ݄ ൌ 2,00	݉. Se comprueba que en  todos casos cumplimos  la 
condición de aguas someras (௛௅ ൏ 0,05): 
݊ ൌ 0		 ⟹		 ଴ܶ ൌ 90,30ᇱᇱ 		⟹			 ܮ଴ ൌ 400 ݉ ⟹ ݄ܮ଴ ൌ 0,005 ൏ 0,05 
݊ ൌ 1		 ⟹		 ଵܶ ൌ 30,10ᇱᇱ 		⟹			 ܮଵ ൌ 133	݉		 ⟹		 ݄ܮଵ ൌ 0,015 ൏ 0,05 
݊ ൌ 2		 ⟹		 ଶܶ ൌ 18,06ᇱᇱ 		⟹			 ܮଶ ൌ 80	݉		 ⟹		 ݄ܮଶ ൌ 0,025 ൏ 0,05 
݊ ൌ 3		 ⟹		 ଶܶ ൌ 12,90ᇱᇱ 		⟹			 ܮଷ ൌ 57	݉		 ⟹		 ݄ܮଷ ൌ 0,035 ൏ 0,05 







elemento de  ଵ଴଴ଵ଴଴ ൌ 1	݉. Por tanto, para el caso más desfavorable de ܮଶ ൌ 80	݉		, se obtiene un número mínimo 
de 80 nodos por longitud de onda (> 20 nodos), lo cual asegura que la discretización adoptada es adecuada. 
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Figura 6‐32. Valor absoluto del potencial en la bocana de la dársena ݔ ൌ 0. 
















SIMULACIÓN MSE-1D-002. Frecuencias naturales de Dársena
T
| 










SIMULACIÓN MSE-1D-002. Frecuencias naturales de Dársena
T
| 
















al  caso de aguas  someras, es obteniendo  los autovalores de  la matriz de  rigidez global del  sistema  (6–76), 
introduciendo las modificaciones oportunas por las condiciones de contorno del problema y suponiendo nulos 
los términos de fuerzas ࢌଵ y ࢌଶ 
ሾࡷ െ ߱ଶ	ࡹሿ	ࣘ ൌ ࢌଶ െ ࢌଵ  (6–174) 
En (6–160) justificamos que la celeridad de la onda en aguas someras no dependía del periodo: ܿ ൌ ௅் ൌ ඥ݄݃. 
De esta forma se obtiene que las matrices ࡷ y ࡹ son constantes e independientes de ߱. Por esta razón pueden 
obtenerse  las  frecuencias propias de oscilación de  la dársena por un problema de autovalores. Mediante el 
procedimiento de ensamblaje explicado en le epígrafe 6.8.2, se obtienen las matrices ࡷ y ࡹ globales que nos 
permitirán obtener los autovalores ߱௜ଶ y autovectores ࣘ௜ (modos de oscilación de la dársena): 

















SIMULACIÓN-001. Modo Natural 1: T0 = 90.30"
x
| |











SIMULACIÓN-001. Modo Natural 2: T1 = 30.10"
x
| |
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que se trata de una onda muy larga en comparación con la profundidad de la dársena ݄ ൌ 2	݉, por lo que 
cumplimos  la condición de aguas someras:   ௛௅ ൏ 0,05 y podemos comparar  los resultados obtenidos del  los 
periodos propios de la dársena (obtenidos de los autovalores ߱ ௜ଶ) con los valores analíticos obtenidos en (6–172). 
En la tabla siguiente se muestran los valores de los primeros seis periodos naturales obtenidos del problema de 




MODO  Tn - NUMÉRICO  Tn - ANALÍTICO  Error  |ࢿ| 
1  90.3043  90.3047  0.0004 
2  30.0989  30.1016  0.0027 
3  18.0564  18.0609  0.0045 
4  12.8942  12.9007  0.0065 
5  10.0256  10.0339  0.0083 






problema de autovalores:  ሾࡷ െ ߱ଶ	ࡹሿ	ࣘ ൌ 0. 
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 SIMULACIÓN MSE-1D-003. Problema de reflexión de ondas por inclinación del 
fondo 
6.13.1. Descripción física del problema. 
La MSE permite simular los fenómenos de propagacíon del oleaje con batimetrías irregulares, pero cumpliendo 































݇଴݄ଵ ൌ 0,6					 → 		 ݄ଵ ൌ 15	݉ 
݇଴݄ଶ ൌ 0,2					 → 		 ݄ଶ ൌ 5	݉ 
Conocidos el periodo ܶ y las profundidades ݄ଵ y ݄ଶ podemos obtener los valores de longitud de onda a cada 
profundidad empleando la ecuación de dispersión de ondas: ωଶ ൌ ݃	݇	ݐ݄ܽ݊ሺ݄݇ሻ 
ܮଵ ൌ 109	݉				 → 				 ݄ଵܮଵ ൌ
15
109 ൌ 0,1376				 → ܣ݃ݑܽݏ	݅݊ݐ݁ݎ݉݁݀݅ܽݏ:			0,05 ൏
݄ଵ
ܮଵ 	൏ 0,50 
ܮଶ ൌ 68	݉				 → 				 ݄ଶܮଶ ൌ
5
68 ൌ 0,0735				 → ܣ݃ݑܽݏ	݅݊ݐ݁ݎ݉݁݀݅ܽݏ:			0,05 ൏
݄ଵ
ܮଵ 	൏ 0,50 




Si consideramos un potencial incidente ߶௜௡ ൌ 1 en el borde izquierdo ݔ ൌ 0, parte de este potencial se transmite 
߶௧௥௔௡௦ al borde derecho ݔ ൌ ݈ y parte se refleja ߶ோ por la presencia de la rampa de pendiente ݉ ൌ ݐܽ݊ߙ. Justo 
en el punto ݔ ൌ 0 el potencial será la suma del incidente más el reflejado:  ߶ ൌ ߶௜௡ ൅ ߶ோ. 
6.13.2. Solución analítica del problema. 
Si consideramos un potencial unidad entrante en el dominio por el borde ݔ ൌ 0, el potencial ߶ en dicho punto 
será la suma del incidente más el reflejado:  ߶ ൌ ߶௜௡ ൅ ߶ோ. 
߶௜௡ ൌ 1	݁௜௞௫ 			→ 					݁݊			ݔ ൌ 0 → ߶௜௡ሺ0ሻ ൌ 1  (6–176) 
߶ோ ൌ ܣோ݁ି௜௞௫ → 					݁݊			ݔ ൌ 0 → ߶ோሺ0ሻ ൌ ܣோ  (6–177) 
Definimos el coeficiente de reflexión por fondo ܥோ como: 
ܥோ ൌ ൬߶ோ߶௜௡൰௫ୀ଴
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Como el potencial incidente en ݔ ൌ 0 es de valor unidad, el coeficiente de reflexión ܥோ será justo el módulo del 
potencial complejo resultante del modelo de elementos finitos 1‐D en el borde izquierdo restándole uno. 





Potencial de entrada en (x = 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 10"
Pendiente del fondo  ݉ ൌ ሾ 0,05 െ 4ሿ
Coeficiente de reflexión (borde cerrado x = l)  ܴ ൌ 0
Longitud del dominio  ݈ ൌ 250 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 250
Calado máximo (x = 0)  ݄ଵ ൌ 15 ݉
Calado mínimo (x = ݈)  ݄ଶ ൌ 5 ݉
La longitud del dominio ݈ ൌ 250	݉ se ha tomado de forma que el caso de la pendiente mínima ݉ ൌ 0.05 el 
valor de  ௦ܹ ൌ 200, dejando siempre un tramo de fondo horizontal tanto a la entrada como a la salida de la 
rampa de longitud mínima 25 m. 
Como el dominio de integración es de 250 m y se ha discretizado en ܰ ൌ 250 elementos, resulta un tamaño de 
elemento de  ∆ݔ ൌ ଶହ଴ଶହ଴ ൌ 1	݉. Por tanto, para el caso más desfavorable de L = 68 m con calado de 5 m, se obtiene 



















con  los  resultados obtenidos de  la bibliografía  técnica  especializada  [14]. Se observa  el buen  encaje de  los 
resultados obtenidos del modelo. 
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 SIMULACIÓN MSE-1D-004. Frecuencias de Resonancia de una dársena 
unidimensional 


























No  obstante,  en  el  modelo  MSE‐1D‐002  no  se  observaba  el  fenómeno  de  resonancia  caracterizado  por 
amplitudes de onda que  tienden a  infinito,  típico de  los  fenómenos de  resonancia cuando  la  frecuencia de 
excitación se aproxima uno de los modos propios de oscilación de la dársena. La razón se encuentra en el tipo 
de condición de contorno que impusimos en el problema: Borde abierto ݔ ൌ 0 con entrada de potencial unidad 
y borde cerrado totalmente reflejante ݔ ൌ ݈ (ܴ ൌ 1). 














߶ሺݔሻ ൌ ߶ோ ݁௜௞௫ ൅ ߶௅ ݁ି௜௞௫  (6–179) 
߲߶ሺݔሻ
߲ݔ ൌ ݅݇	߶ோ ݁
௜௞௫ െ ݅݇ ߶௅ ݁ି௜௞௫ 
(6–180) 
No debe olvidarse que en ݔ ൌ 0 hemos impuesto la condición de contorno de potencial prescrito ߶ሺ0ሻ ൌ 1, 
mientras que en ݔ ൌ ݈ tenemos un borde totalmente reflejante డథሺ௟ሻడ௫ ൌ 0, resultando un sistema de dos ecuaciones 
lineales con dos incógnitas del cual podemos despejar los valores de ߶ோ y ߶௅. 
ܧ݊	ݔ ൌ 0			 → 			߶ሺ0ሻ ൌ 1 ൌ ߶ோ ൅ ߶௅  (6–181) 
ܧ݊	ݔ ൌ ݈			 → 			 ߲߶ሺ0ሻ߲ݔ ൌ 0 ൌ ݅݇ ߶ோ ݁
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (6–181) (6–182) obtenemos los valores de ߶ோ y ߶௅. 
߶ோ ൌ 1݁ଶ௜௞௟ ൅ 1 ߶௅ ൌ
݁ଶ௜௞௟
݁ଶ௜௞௟ ൅ 1  
(6–183) 
Por tanto, la expresión que nos da el potencial en cualquier punto del dominio queda como: 
߶ሺݔሻ ൌ 1݁ଶ௜௞௟ ൅ 1 ሺ݁
௜௞௫ ൅ ݁ଶ௜௞௟ ݁ି௜௞௫ሻ 
(6–184) 
Los valores del potencial ߶ሺݔሻ → ∞ cuando ݁ଶ௜௞௟ ൅ 1 → 0. Es decir, tiene que cumplirse la siguiente ecuación: 
݁ଶ௜௞௟ ൅ 1 ൌ 0 ൌ 1 ൅ ܿ݋ݏሺ2݈݇ሻ ൅ ݅ ݏ݁݊ሺ2݈݇ሻ  (6–185) 
Al tratarse de una igualdad de números complejos deben ser iguales las partes reales e imaginarias a ambos 
términos de la ecuación: 
1 ൅ ܿ݋ݏሺ2݈݇ሻ ൌ 0  (6–186) 
ݏ݁݊ሺ2݈݇ሻ ൌ 0  (6–187) 
Para que las ecuaciones (6–186) y (6–187) se cumplan simultáneamente es necesario que 2݈݇ sea un número 
impar de veces ߨ, es decir:  2݈݇ ൌ ሺ2݊ ൅ 1ሻߨ, con ݊ ൌ 0, 1, 2, 3 … De esta ecuación podemos despejar el valor 
del número de onda ݇ para el cual se produce el fenómeno de la resonancia. 




ܮ ൌ 4݈ሺ2݊ ൅ 1ሻ 
(6–189) 
En nuestro caso estamos en aguas someras; en (6–160) justificamos que la celeridad de la onda en aguas someras 
vale ܿ ൌ ௅் ൌ ඥ݄݃, por lo que despejando ܶ e itroduciendo el valor de la longitud de onda ontenido en (6–189) 
obtenemos el valor de las frecuencias de resonancia de la dársena que es coincidente con (6–163): 
௡ܶ ൌ 4	݈ሺ1 ൅ 2݊ሻ ඥ݄݃ ݊ ൌ 0, 1, 2, … , ݊ 
(6–190) 










Potencial prescrito en (x = 0)  ߶ଵ ൌ 1 
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0 ݂݋݊݀݋ ݌݈ܽ݊݋ ݄݋ݎ݅ݖ݋݊ݐ݈ܽ 
Coeficiente de reflexión (muelle)  ܴ ൌ 1
Longitud de dársena  ݈ ൌ 100 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 100
Calado de dársena  ݄ ൌ 2,00 ݉
 




























SIMULACIÓN MSE-1D-004. Resonancia de Dársena
T
| 









7 APLICACIÓN DEL M.E.F. A LA MILD-
SLOPE EQUATION BIDIMENSIONAL (2-D)  
If you want to model nature you must copy nature. If you 
want to copy nature you must understand nature. 
 -  Ib A. Svendsen - 
 
similados los conceptos básicos de la implementación del MEF para la Mild Slope Equation 1‐D, damos 







La  implementación  de  la  condiciones  de  contorno  es más  laboriosa  en  el  caso  de  la MSE  2‐D. Aquí  nos 
encontraremos de lleno con el ya anunciado problema del angulo de aproximación a los contornos de las ondas 
reflejadas  dentro  del  dominio,  desconocido  a  priori.  Se  explicarán  técnicas  que  nos  permitirán  hacer 
















 La Mild-Slope Equation 2-D 
Ya es de sobra conocida la forma general vectorial de la MSE en 2D. 





 ߶ ൌ ߶ሺݔ, ݕሻ potencial escalar de velocidades del fluido. 
 સ ൌ ቀ డడ௫ ,
డ
డ௬ቁ operador vectorial Nabla en el plano 2D. 
સ ൌ ቀ డడ௫ ,
డ
డ௬ቁ Es el operador vectorial “Nabla” en el plano ݔ െ ݕ 2‐D, que puede actuar sobre un vector o sobre 
un escalar. Cuando se aplica sobre un vector ࢛ ൌ ൫ݑ௫, 	ݑ௬൯ se le llama divergencia y actúa como un producto 
escalar, dando como resultado un escalar: 





























න સ ∙ ࢗ ݀Ω
ஐ




સ ∙ ሺ߶	ࢗሻ ൌ ߶ સ ∙ ࢗ ൅ સ߶ ∙ ࢗ  (7–5) 
Combinando las ecuaciones (7–4) y (7–5) obtenemos: 
න સ ∙ ሺ߶ ࢗሻ ݀Ω
ஐ





න ߶	સ ∙ ࢗ	݀Ω
ஐ
	൅ න સ߶ ∙ ࢗ ݀Ω
ஐ














߰ൣસ൫ܿܿ௚સ߶൯ ൅ ݇ଶܿܿ௚߶൧ ൌ 0  (7–8) 
Ahora integramos en todo el dominio Ω, obteniéndose: 










Si aplicamos  la primera  identidad de Green  (7–7) a  la primera  integral de  la ecuación  (7–10)  se obtiene el 
siguiente resultado: 
න ܿܿ௚߰	સ߶ ∙ ࢔ ݀Γ
୻
െ න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶ ݀Ω
ஐ




Sabiendo que డథడ࢔ ൌ 	સ߶ ∙ ࢔ e introduciendo este resultado en la ecuación (7–11) obtemos la forma débil de la 
ecuación MSE en 2‐D: 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ 	݀Γ୻ െ න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶ ݀Ωஐ ൅ න ݇










Cuando  en  la  ecuación de gobierno de nuestro problema  (6–2)  introducimos una  aproximación ߶ሺݔ, ݕሻ ൎ
߶ሺݔ, ݕሻ de la variable de estado, en lugar de su valor exacto ߶ሺݔ, ݕሻ, es evidente que la ecuación no se cumple. 
Aparece entonces el concepto de residuo. 
સ൫ܿܿ௚સ߶൯ ൅ ݇ଶܿܿ௚߶ ൌ ݎ ് 0  (7–13) 
න ߰ൣસ൫ܿܿ௚સ߶൯ ൅ ݇ଶܿܿ௚߶൧ ݀Ω
ஐ










151 Modelización Numérica de los Fenómenos de Propagación del Oleaje. 















7.4.1. Condición de contorno  de borde cerrado 
Como ya sabemos, son bordes físicos del dominio (costa, dique, muelle,…etc.) con cierta capacidad de reflexión 
del oleaje  incidente, el cual se mide a través del coeficiente de reflexión ܴ: 0 ൑ ܴ ൑ 1. Un borde totalmente 
absobente tendría un coeficiente de reflexión ܴ ൌ 0, mientras que uno totalmente reflejante tendría ܴ ൌ 1. 
















߶௜௡ ൌ ෤߮ 	݁௜௞ೣ௫ ݁ି௜௞೤௬  (7–15) 
߶ோ ൌ ܴ	 ෤߮ 	݁ି௜௞ೣ௫ ݁ି௜௞೤௬  (7–16) 
Siendo  ෤߮  la amplitud de la onda incidente al contorno.	݇௫ ൌ ݇	ܿ݋ݏߠ  y  ݇௬ ൌ ݇	ݏ݁݊ߠ. 
El valor total del potencial reducido justo en el contorno será la suma del potencial incidente y el reflejado: 
߶ ൌ ߶௜௡ ൅ ߶ோ ൌ ෤߮	ሺ݁௜௞ೣ௫ ൅ ܴ݁ି௜௞ೣ௫ሻ ݁ି௜௞೤௬  (7–17) 
La cantidad de potencial que atraviesa el contorno, o flujo de potencial డథడ࢔,	será: 
߲߶














௜௞ೣ௫ െ ܴ ݅݇௫݁ି௜௞ೣ௫ሻ ݁ି௜௞೤௬ 
(7–19) 
En nuestro caso concreto, justo en el contorno ݔ ൌ 0, las ecuaciones (7–17) y (7–19) nos quedan: 
߶ሿ௫ୀ଴ ൌ ෤߮ 	ሺ1 ൅ ܴሻ ݁ି௜௞೤௬  (7–20) 
߲߶
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Combinando las ecuaciones (7–20) y (7–21) obtenemos: 
߲߶
߲࢔ ൌ ݅	݇௫ 	
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ ߶ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–22) 













1 ൅ ܴ ߶ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–23) 
 Aproximación de segundo orden: 
Otra opción es aproximar el cos ߠ con un desarrollo de Taylor de segundo orden centrado en ߠ ൌ 0. 
cos ߠ ൌ ඥ1 െ ݏ݁݊ଶߠ	 ൎ 1 െ 12 ݏ݁݊
ଶߠ	 
Tomamos del valor de ߶ሿ௫ୀ଴ y lo derivamos dos veces respecto de ݕ: 
߶ሿ௫ୀ଴ ൌ ෤߮ ሺ1 ൅ ܴሻ ݁ି௜௞೤௬  (7–24) 
߲߶
߲ݕ൨௫ୀ଴


















߲ݔ ൌ ݅	݇ cos ߠ	
1 െ ܴ
1 ൅ ܴ 	߶ ൌ ݅
1 െ ܴ















7.4.2. Condición de contorno de borde abierto 
Se  trata de contornos  ficticios “no  físicos” que necesitamos  imponer para cerrar el dominio y que éste  sea 










Desde el exterior del dominio  se aproxima una onda  conocida ߶௜௡  (dato de nuestro problema)  con vector 
director ࢋ௜௡ , mientras que desde el interior sale una onda reflejada por los contornos físicos del dominio ߶௢௨௧ 
que es desconocida a priori. 
߶௜௡ ൌ ෤߮ 	݁௜ ሺ࢑ ∙ ࢞ሻ  (7–29) 
Siendo ࢑ ൌ ݇	ࢋ௜௡  y  ࢞ ൌ ሺݔ, ݕሻ.  ෤߮  es la amplitud de la onda incidente conocida. 
La derivada del potencial entrante respecto a la dirección normal será: 
߲߶௜௡
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Ahora bien, la onda ߶௢௨௧ tiene que salir del dominio sin ser reflejada por el contorno abierto ficticio. Retomando 









߲ݕଶ ቉ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–32) 
El potencial existente en el contorno será la suma de los potenciales entrante y saliente del dominio  





















߲ݕଶ ቇ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–35) 









߲ݔ ൌ ݅	݇	߶௜௡	ሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ ൅ ݅ ݇ሺ߶ െ ߶௜௡ሻ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–36) 
7.4.3. Condición de contorno de potencial prescrito, esencial o tipo Dirichlet 
Mediante esta condición se prescribe un valor conocido del potencial ߶௜ ൌ ߶௜ en el contorno del dominio de 
integración. Esta condición de contorno no tiene un símil físico que permita visualizarla de forma evidente. No 






7.4.4. Condición de contorno de flujo potencial prescrito, natural o tipo Neumann 












 Discretización del dominio 
Mediante  la aplicación de métodos numéricos, como el MEF, renunciamos a obtener una solución analítica 
continua del problema ߶ሺݔ, ݕሻ en todo el dominio de integración Ω. En su lugar, nos conformaremos con una 








un número mínimo de  elementos por  longitud de onda para que  el modelo numérico  represente bien  la 
solución. El tamaño de la malla será función del tipo de elemento elemento elegido en cada caso. 
La generación de  la malla de  triángulos  en  este TFM  se ha  realizado mediante  la  colección de  funciones 
DistMesh [15], de uso libre y gratuito, programadas en lenguaje Matlab® . Esta colección de funciones permite 
generar  y manipular mallas  de  triángulos  no  estructuradas  basadas  en  el  algoritmo  de  triangulación  de 
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 Funciones de forma o interpolación 
En  aras  de  la  simplicidad  de  la  exposición,  se  emplearán  elementos  triangulares  de  tres  nodos  en  la 








߶	 ൌ ߶௜	 ௜ܰ௘ሺݔ, ݕሻ ൅ ߶௝	 ௝ܰ௘ሺݔ, ݕሻ ൅ ߶௞	 ௞ܰ௘ሺݔ, ݕሻ 
Figura 7‐10. Funciones de intepolación del elemento e (nodos ݅ െ ݆ െ ݇). 
Una vez elegida la discretización del dominio Ω conoceremos la posición (coordenadas) de todos los nodos: 
ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, … , ݔே. 
Para el elemento general ሺ݁ሻ,  formado por  los nodos ݅ െ ݆ െ ݇,  las  funciones de  interpolación  ௜ܰ௘ሺݔ, ݕሻ en 
coordenadas cartesianas tienen las siguientes expresiones: 
 
௜ܰ௘ሺݔ, ݕሻ ൌ 12ܣ ൣݔ௝ݕ௞ െ ݔ௞ݕ௝ ൅ ൫ݕ௝ െ ݕ௞൯ݔ ൅ ൫ݔ௞ െ ݔ௝൯ݕ൧ 
(7–37) 
௝ܰ௘ሺݔ, ݕሻ ൌ 12ܣ ሾݔ௞ݕ௜ െ ݔ௜ݕ௞ ൅ ሺݕ௞ െ ݕ௜ሻݔ ൅ ሺݔ௜ െ ݔ௞ሻݕሿ 
(7–38) 






















൪															 ; 													ࡺ௘ ൌ ሾ ௜ܰ௘ ௝ܰ௘ ௞ܰ௘ሿ 
(7–42) 




































Las derivadas  డே೔೐డ௫   , 
డே೔೐




࡮௘ ൌ 12ܣ௘ ቈ
ݕ௝ െ ݕ௞ ݕ௞ െ ݕ௜ ݕ௜ െ ݕ௝
ݔ௞ െ ݔ௝ ݔ௜ െ ݔ௞ ݔ௝ െ ݔ௜቉ 
(7–45) 
7.6.1. Transformación a coordenadas naturales. 
En la aplicación del MEF es muy común el empleo de transformaciones de coordenadas para trabajar en un 












ଵܰ௘ ൌ ߦଵ									; 							 ଶܰ௘ ൌ ߦଶ ; ଷܰ௘ ൌ ߦଷ  (7–47) 
Por tanto, el valor interpolado del potencial ߶ሺݔ, ݕሻ en el elemento ݁: 






൪															 ; 													ࡺ௘ ൌ ሾ ௜ܰ௘ ௝ܰ௘ ௞ܰ௘ሿ ൌ ሾߦଵ ߦଶ ߦଷሿ 
(7–49) 





















൪ ൌ 12ܣ ൦
ݔଶݕଷ െ ݔଷݕଶ ݕଶ െ ݕଷ ݔଷ െ ݔଶ
ݔଷݕଵ െ ݔଵݕଷ ݕଷ െ ݕଵ ݔଵ െ ݔଷ









߲ߦ௜ ൌ ݔ௜						; 	
߲ݕ









2ܣ௘ ൫ݔ௞ െ ݔ௝൯  
(7–54) 




































































































ݕଶ െ ݕଷ ݕଷ െ ݕଵ ݕଵ െ ݕଶ







࡮௘ ൌ 12ܣ௘ ൥
ݕଶ െ ݕଷ ݕଷ െ ݕଵ ݕଵ െ ݕଶ






Cuando  se  trabaja  en  el  espacio de  coordenadas naturales  triangulares  (ߦଵ	, ߦଶ	, ߦଷ),  se  cumple  la  siguiente 
propiedad que resulta muy útil para el cálculo numérico de integrales de dominio en el elemento: 
න ߦଵ௜ 		ߦଶ௝ஐ೐
	ߦଷ௞	݀Ω ൌ ݅! ݆! ݇!ሺ݅ ൅ ݆ ൅ ݇ ൅ 2ሻ! 2ܣ௘ 
(7–61) 
























ࢉ்ࡽ ൌ 0				 ⟹ ࡽ ൌ 0  (7–64) 
 Discretización de la forma débil de la MSE 
Volvamos ahora a la ecuación integral o forma débil de la MSE (7–12). 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻ െ න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶	݀Ωஐ ൅ න ݇




Sabiendo que ܿ ൌ ఠ௞   podemos expresar la forma integral (7–65) de esta otra forma: 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻ െ න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶	݀Ωஐ ൅ ߱




El primer  sumando de  (7–66)  contiene  las  condiciones de  contorno del problema que  estudiaremos  en  el 
próximo apartado.  




න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶	݀Ω
ஐ
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න ܿ௚ܿ ߰	߶	݀Ωஐ ൌ෍න
ܿ௚
ܿ ߰ ߶ ݀Ωஐ௘௘
 
(7–69) 







න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶	݀Ω
ஐ௘
ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ න સ߰ ∙ સ߶ ݀Ωஐ௘  
(7–70) 
න ܿ௚ܿ 	߰	߶	݀Ωஐ௘ ൌ ቀ
ܿ௚




7.8.1. Integrales de dominio. 
Vamos a introducir en las ecuaciones (7–70) y (7–71) los valores intepolados de ߶	, સ߶, ߰	, સ߰	 obtenidos en 
las ecuaciones (7–43) (7–44) (7–62) (7–63), respectivamente. 
൫ܿܿ௚൯௘ න સ߰ ∙ સ߶	݀Ωஐ௘ ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ ࢉ
் ቈන ࡮௘்࡮௘ ݀Ω
ஐ௘
቉ࣘ௘ ൌ ࢉ் ࡷୣ ࣘ௘  (7–72) 
ቀܿ௚ܿ ቁ௘ න ߰ ߶	݀Ωஐ௘ ൌ ቀ
ܿ௚
ܿ ቁ௘ 	ࢉ
் ቈන ࡺ௘்ࡺ௘ ݀Ω
ஐ௘
቉ࣘ௘ ൌ ࢉ் ࡹୣ ࣘ௘  (7–73) 
Siendo: 
ࡷୣ ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ ቈන ࡮௘்࡮௘ ݀Ωஐ௘ ቉ 
(7–74) 














࡮௘ ൌ 12ܣ௘ ൥
ݕଶ െ ݕଷ ݕଷ െ ݕଵ ݕଵ െ ݕଶ

























































න ܿܿ௚	સ߰ ∙ સ߶	݀Ω
ஐ








൩ ࣘ ൌ ࢌ 
(7–83) 
෍ሾࡷୣ െ ߱ଶ ࡹୣሿ
௘
ࣘ ൌ ࢌ  (7–84) 



























7.8.2. Aplicación de la condiciones de contorno. 
El  sumando de  la derecha de  la ecuación  (7–82) de  la  forma débil de  la MSE contiene  las  condiciones de 
contorno del problema. En el caso 2‐D necesitamos conocer los flujos de potencial డథడ࢔ en todo el contorno del 
dominio de integración: Γ ൌ Γଵ ൅ Γଶ 
 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻ ൌ න ܿܿ௚߰
߲߶
߲࢔ ݀Γ୻భ




Una  vez  discretizado  el  dominio  en N  elementos  triangulares  de  tres  nodos,  el  contorno  queda  también 
discretizado por una poligonal de segmentos lineales definidos por dos nodos ݅ െ ݆, pertencientes a las aristas 
de  los elementos  triangulares más periféricos del dominio. En  cada uno de  estos  segmentos definimos un 



















௜ܰ௘ሺߦሻ ൌ 12 ሺ1 െ ߦሻ 
(7–88) 
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߶	 ൌ ߶௜	 ௜ܰ௘ሺߦሻ ൅ ߶௝ ௝ܰ௘ሺߦሻ  (7–90) 
Empleando la notación vectorial, la anterior ecuación (7–90) podemos expresarla como: 
ࣘ௘ ൌ ቈ߶௜߶௝቉																			 ࡺ
௘ ൌ ሾ ௜ܰ௘ሺߦሻ ௝ܰ௘ሺߦሻሿ 
(7–91) 
߶ ൌ ࡺ௘ ࣘ௘  (7–92) 
La coordenada espacial ݕ local del elemento puede ser expresada en coodenadas naturales mediante la siguente 
ecuación: 
ݕ ൌ ݕ௜ ௜ܰ௘ሺߦሻ ൅ ݕ௝	 ௝ܰ௘ሺߦሻ ൌ െݕ௜2 ሺߦ െ 1ሻ ൅
ݕ௝
2 ሺߦ ൅ 1ሻ 
(7–93) 
Es decir, a cada punto del espacio en coordendadas cartesianas le corresponde un único punto en el espacio de 
coordenadas naturales. Si calculamos el diferencial de  la ecuación  (7–93) y aplicamos  la regla de  la cadena 
obtenemos: 
















































































߲ݕଶ቉ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–101) 
Por lo tanto: 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ
ൌ෍න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲ݔ ݀y୻భ೐௘








ோ݂ ൌ 1 െ ܴ1 ൅ ܴ 
(7–103) 
Nos  centramos  en  la  integral de  contorno de un  elemento ݁ general perteneciente  al  contorno  cerrado Γଵ. 
Suponemos que la discretización del contorno es lo suficientemente fina para suponer que los términos ܿ, ܿ௚ y 
݇ son constantes a nivel de elemento, por lo que salen de la integral. 
න ܿܿ௚߰	݅	 ோ݂ ቈ݇߶ ൅ 12݇	
߲ଶ߶
߲ݕଶ቉ ݀y୻భ೐
ൌ ݅	൫ܿܿ௚ ோ݂൯௘ ቈ݇௘ න ߰߶ ݀y
୷ೕ
୷೔








































න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ೐
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න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ೐
ൌ ݅	൫ܿܿ௚ ோ݂൯௘ ቈ݇௘ න ࡺ௘்ࡺ௘ ݀y
୷ೕ
୷೔












ൌ ࡮௘்࡮௘ න 	݀ݕ
௬ೕ
௬೔
ൌ ܮ௘	࡮௘்࡮௘ ൌ 1ܮ௘ ቈ
െ1



















ൌ ܮ௘2 න ൦
1
2 ሺ1 െ ߦሻ1
2 ሺ1 ൅ ߦሻ
൪ ൤12 ሺ1 െ ߦሻ
1
2 ሺ1 ൅ ߦሻ൨ 		݀ߦ ൌ
ାଵ
ିଵ
ൌ ܮ௘8 න ቈ
ሺ1 െ ߦሻଶ 1 െ ߦଶ










ߦ௜ ൌ േ 1√3													ݓ௜ ൌ 1 
 














ൌ ܮ௘8 න ቈ
ሺ1 െ ߦሻଶ 1 െ ߦଶ




























න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ೐
ൌ ݅	ሺ ோ݂ሻ௘ ൤݇௘ ࡹ௰௘ െ 12݇௘ ࡷ௰
௘ ൨ࣘ௘ 
(7–115) 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ೔






















߲ݕଶ ቇ ݁݊ ݔ ൌ 0 
(7–117) 
Por lo tanto: 
න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻మ







Nos  centramos  en  la  integral de  contorno de un  elemento  ݁  general perteneciente  al  contorno  abierto  Γଶ. 
Suponemos que  la discretización de  elementos del  contorno  es  suficientemente  fina para  suponer que  los 
términos ܿ, ܿ௚ y ݇ son constantes a nivel de elemento, por lo que salen como constantes de la integral. 





ൌ ൫݅	ܿܿ௚൯௘ ቈ݇௘ሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ௘ න ߰	߶௜௡	݀y
୷ೕ
୷೔
൅ ݇௘ න ߰߶	݀y
୷ೕ
୷೔
െ ݇௘ න ߰߶௜௡	݀y
୷ೕ
୷೔


































































































න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻మ೐
ൌ 	݅൫ܿܿ௚൯௘ ቈ݇௘	ሼሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ௘ െ 1ሽන ߰߶௜௡ ݀y
୷ೕ
୷೔























න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻మ೐
ൌ ݅	൫ܿܿ௚൯௘ ቈ݇௘	ሼሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ௘ െ 1ሽන ࡺ௘்ࡺ௘ ݀y
୷ೕ
୷೔





൅ ݅൫ܿܿ௚൯௘ ቈ݇௘ න ࡺ௘்ࡺ௘ ݀y
୷ೕ
୷೔































න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻మ೐
ൌ ݅	 ൤	݇௘ ሼሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ௘ െ 1ሽ ࡹ௰௘ ൅ 12݇௘ ࡷ௰












ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ  (7–129) 
Puesto que la condición de potencial prescrito está en Γଷ: 
ࢌ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻య




matriz de  rigidez, pero particularizado  a  los  elementos que  forman  el  contorno  Γଷ. Nos  centramos  en un 
elemento general ݁ ∈ Γଷ cuyos nodos extremos son  ݅ െ ݆: 
ࢌࢋ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻య೐







ࢌࢋ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀y
௬ೕ
௬೔












ࢌࢋ ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ ቈන ࡺ௘்ࡺ௘݀y
௬ೕ
௬೔


























 ࡹ௰ la matriz de masa global en el contorno de dimensiones  ܰ ൈ ܰ; siendo ܰ  en número total de nodos 








































no es  tan  sencillo y directo  como en  el  caso 1‐D, aunque  es  completamente homólogo,  tratado desde una 
perspectiva matricial. Expresemos el sistema de ecuaciones (7–129) de esta otra forma matricial: 
















diferentes  posiciones  de  los  términos  conocidos  (subíndice  ܿ)  y  los  términos  desconocidos  o  incógnitas 
(subíndice ݀). Si en un contorno son conocidos los valores del potencial ߶௜ ൌ ߶௜, entonces los flujos డథ೔డ࢔  son 
incognita, y viceversa. No debe olvidarse que los términos dentro de las matrices de (7–139) son, a su vez, cajas 






















































La condición de contorno en este caso prescribe el valor del flujo de potencial ߶௜,࢔ ൌ డథ೔డ࢔ ൌ ߶௜,࢔ en  la parte del 
contorno del dominio Γସ donde se impone la condición natural o de Neumann. 
ࢌ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻ర




matriz de  rigidez, pero particularizado  a  los  elementos que  forman  el  contorno  Γସ. Nos  centramos  en un 
elemento general ݁ ∈ Γସ cuyos nodos extremos son  ݅ െ ݆: 
ࢌࢋ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻ర೐
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Suponemos también en este caso que los valores de ܿ y	ܿ௚ son cosntantes a nivel de elemento por lo que salen 
como constantes de la integral. 
ࢌࢋ ൌ න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀y
௬ೕ
௬೔












ࢌࢋ ൌ ൫ܿܿ௚൯௘ ቈන ࡺ௘்ࡺ௘݀y
௬ೕ
௬೔

























 ࡹ௰ la matriz de masa global en el contorno de dimensiones  ܰ ൈ ܰ; siendo ܰ  en número total de nodos 








































 Procedimiento de ensablaje del sistema de ecuaciones. 
7.9.1. Ensamblaje de la matríz de rigidez global. 
Al igual que ocurre en el MEF aplicado a los problemas de elasticidad, aquí estamos buscando un sistema lineal 
de ecuaciones algebráicas del tipo: 





ܭଵଵ ܭଵଶ ⋯ ܭଵேܭଶଵ ܭଶଶ ⋯ ܭଶே⋮ ⋮ ⋱ ⋮















en el epígrafe 7.8, por  lo que se  trata de un proceso mecánico de “ensamblaje” de cada una de  la matrices 
elementales colocadas en su posición correcta para conformar la matriz de rigidez ࡷ global del sistema.  
El proceso de montaje de  la matriz de  rigidez es un proceso automático y muy  simple que  se presta a  su 

















ࡷୣୣ ൌ ࡷୣ െ ߱ଶ ࡹୣ  (7–156) 
¿Cómo se ensambla la matriz elemental ࡷ௘௘	dentro de la matriz de rigidez global ࡷ? La respuesta es fácil: justo 






































ࡷ௠௢ௗ	ࣘ ൌ ࢌ௠௢ௗ  (7–157) 





න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻భ೐
ൌ ݅	ሺ ோ݂ሻ௘ ൤݇௘	ࡹ௰௘ െ 12݇௘ ࡷ௰






















න ܿܿ௚߰	 ߲߶߲࢔ ݀Γ୻మ೐
ൌ ݅ ൤ ݇௘	ሼሺࢋ௜௡ ∙ ࢔ሻ௘ െ 1ሽ ࡹ௰௘ ൅ 12݇௘ ࡷ௰





















































ܭଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ ܭଵସ
ܭଶଵ ܭଶଶ ܭଶଷ ܭଶସ
ܭଷଵ ܭଷଶ ܭଷଷ ܭଷସ



















ܯ୻ଵଵ 0 0 ܯ୻ଵସ
0 0 0 0
0 0 0 0

























െܯ୻ଵଵ ܭଵଶ ܭଵଷ െܯ୻ଵସ
0 ܭଶଶ ܭଶଷ 0
0 ܭଷଶ ܭଷଷ 0



















െܭଵଵ 0 0 െܭଵସ
െܭଶଵ 0 0 െܭଶସ
െܭଷଶ 0 0 െܭଷସ




















ܭଵଵ	߶ଵ ൅ ܭଵସ	߶ସ ൌ ܭଵଵ ߶ଵ ൅ ܭଵସ ߶ସ 





ܭଵଵ 0 0 ܭଵସ
0 ܭଶଶ ܭଶଷ 0
0 ܭଷଶ ܭଷଷ 0



















ܭଵଵ 0 0 ܭଵସ
െܭଶଵ 0 0 െܭଶସ
െܭଷଶ 0 0 െܭଷସ
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 SIMULACIÓN MSE2D_00. Propagación en fondo de profundidad constante 
7.11.1. Descripción física del problema. 
Este es un problema trivial resuelto por la teoría lineal de ondas de Airy. No obstante, es un punto de partida 
pedagógicamente  importante para  el  inicio  a  los  test  eficiencia,  estabilidad y precisión de nuestro modelo 
























7.11.2. Solución analítica del problema. 
La solución analítica del potencial reducido de velocidad de amplitud ߮ ෤  en cualquier punto ݔ del dominio viene 
expresado por la siguiente ecuación: 
߶ሺݔሻ ൌ ෤߮ ݁௜௞௫  (7–167) 
Por tratarse de una propagación en fondo de profundad constante, los valores del número de onda ݇  y amplitud 
෤߮  permanecen constantes. 






Potencial de entrada en (ݔ ൌ 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 10′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.00
Longitud del dominio  ݈ ൌ 100 ݉
Anchura del dominio  ܾ ൌ 50 ݉
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 SIMULACIÓN MSE2D_01. Refracción y shoaling sobre batimetría recta y 
paralela 




























ܾଶ	ܧ௙,ଶ ൌ ܾଵ ܧ௙,ଵ ൅ ∆ܧଵିଶ  (7–169) 
Siendo ∆ܧଵିଶ  las perdidas de energía por  fricción con el  fondo. Supongamos despreciables  las pérdidas de 
energía por fricción en el fondo. El mecanismo físico de propagación de ondas es extremadamente eficiente por 
lo que en primera aproximación podemos despreciar las perdidas de energía por fricción. 








ܪଶ ൌ ඨܿ௚,ଵܿ௚,ଶ 	ඨ
ܾଵ
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ܾଵ ൌ ݔ	ܿ݋ݏሺߙଵሻ ܾଶ ൌ ݔ ܿ݋ݏሺߙଶሻ  (7–173) 
Por tanto, 













߶ሺݔ, ݕሻ ൌ ܣଵ ܭோ ܭௌ ݁௜ ׬ ௞ ௖௢௦ሺఈሻ ௗ௫
ೣ
ೣభ ା௠௬  (7–176) 
Siendo ݉ ൌ ݇	ݏ݁݊ሺߙሻ ൌ ܿݐ݁, una consecuencia directa de la Ley de Snell. 
A continuación vamos a realizar el cálculo analítico del potencial reducido de velocidad para el caso de un 
dominio cuadrado 100x100 m con fondo plano de batimetría recta y paralela a la línea de costa. Se adopta un 
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Tabla 7–2 Datos numéricos del problema de shoaling y refracción con batimetría recta y paralela 
DATO  VALOR NUMÉRICO 
Potencial de entrada en (ݔ ൌ 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Ángulo de incidencia  ߠ ൌ 60º
Periodo de la onda  ܶ ൌ 5′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.09
Longitud del dominio  ݈ ൌ 100 ݉
Anchura del dominio  ܾ ൌ 100 ݉
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 SIMULACIÓN MSE2D_02. Difracción en dique 
7.13.1. Descripción física del problema. 
En este experimento numérico vamos a simular el fenómeno de difracción de un frente de ondas provocado por 

















7.13.2. Solución analítica del problema. 
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Potencial de entrada  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 7′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.00
Longitud del dominio  ݈ ൌ 200 ݉
Anchura del dominio  ܾ ൌ 150 ݉










Las dimensiones del dominio  se  han  elegido para  que  la  onda difractada penetre hasta un mínimo de  5 
longitudes de onda en el interior de la zona de abrigo del trasdós del dique y de esta forma poder visualizar 
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 Modelización de una dársena portuaria 





































8 EMPLEO DE ESPONJAS NUMÉRICAS 
“PERFECTLY MATCHED LAYER”  
El único lugar donde el éxito viene antes de trabajar es 
el diccionario. 







Se  introduce  aquí  el  concepto de  región  absorbente  o  “esponja numérica” desarrollado  inicialmente por 
Berenger  en  1994  [6]  para  problemas  de  electromagnetismo. A  grandes  rasgos  esta  técnica  consiste  en  la 






















































߶ሺݔሻ ൌ ܽ ݁௜௞௫  (8–1) 
Siendo ܽ  y ݇  la amplitud y el número de onda, respectivamente, ambos constantes. El objetivo que buscamos es 
amortiguar este potencial cuando la onda se propaga en el interior de la PML. 
8.1.1. Cambio de variable al campo complejo. 
La implementación de la técnica PML se basa en un cambio de la variable real ݔ a una nueva variable ݔ෤ en el 
campo complejo. 
߶ሺݔ෤ሻ ൌ ܽ	݁௜௞௫෤ ൌ ܽ	݁௜௞ሾ࣬Ղሺ௫෤ሻା௜ ࣣࣾሺ௫෤ሻሿ ൌ ܽ ݁௜௞ ࣬Ղሺ௫෤ሻ ݁ି௞ ࣣࣾሺ௫෤ሻ  (8–2) 








ܴ݁ሺݔ෤ሻ ൌ ݔ				 ; ܫ݉ሺݔ෤ሻ ൌ ܨሺݔሻ  (8–4) 


























߱									 ; ߪ ൌ ߪሺݔሻ ൒ 0 
(8–7) 
En el artículo de Berenger [6] se define ߪ como la conductividad numérica artificial del material absorbente de 




ܮ௣௠௟ → ݁݊ Ω௣௠௟















































 Formulación débil de la Mild-Slope Equation 1-D 
Para obtener la forma integral o débil de la MSE 1‐D, primero elegimos una función de peso o ponderal ߰ሺݔሻ 
arbitraria y planteamos la siguiente igualdad: 







Ahora integramos en todo el dominio Ω:		0 ൑ ݔ ൑ ݈, obteniéndose: 








































































































቉ ൅ ߱ଶ ቈන ܿ௚ܿ ݏ௫߰߶݀ݔ
௟
଴















mientras que si ponemos ߛ ൌ 1 la ecuación se plantea en términos del potencial reflejado ߶ோ ൌ ߶ െ ߶଴. 
 Condiciones de contorno del problema 
En este  caso  sólo vamos a  incluir  las condiciones de contorno de borde  cerrado  reflejante y borde abierto, 
dejando para futuros desarrollos las condiciones de contorno de tipo esencial (Dirichlet) y natural (Neumann). 
8.4.1. Condición de contorno de borde reflejante. 
Como ya sabemos, son bordes físicos del dominio (costa, dique, muelle,…etc.) con cierta capacidad de reflexión 
del oleaje  incidente, el cual se mide a través del coeficiente de reflexión ܴ: 0 ൑ ܴ ൑ 1. Un borde totalmente 









߶ ൌ ߶଴ ൅ ߶ோ   (8–21) 
Pues bien, el PML debe ser capaz de absorber el potencial ߶ோ, dejando intacto a ߶଴. Para el caso concreto de los 









8.4.2. Condición de contorno el borde abierto. 
Se  trata de  contornos  ficticios “no  físicos” que necesitamos  imponer para  cerrar el dominio y que éste  sea 
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Para el caso 1‐D ya obtuvimos la expresión general de la condición de contorno abierto: 
߲߶
߲࢔ ൌ െ݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶௢௨௧ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ ݁݊ ܾ݋ݎ݀݁ ܾܽ݅݁ݎݐ݋ 
(8–23) 
Siendo ߶௜௡ el potencial entrante al dominio por el contorno abierto. 
 Discretización de la forma débil de la MSE 
No volveremos a repetir aquí los desarrollos matemáticos para la discretización del dominio obtenida en el 
capítulo 6, y que en el caso de aplicación de la PML son idénticos. 

























቉ࣘ௘ ൌ 1ݏ௫ ࡷ
ୣࣘ௘ 
(8–24) 
ቀܿ௚ܿ ݏ௫ቁ௘ න ߶	߰	݀ݔ
௫ೕ
௫೔




቉ࣘ௘ ൌ ݏ௫ ࡹୣࣘ௘ 
(8–25) 
Siendo: 


















߶଴ሺݔ௜ሻ ൌ ܽ ݁௜௞௫೔  (8–28) 
Siendo ܽ y ݇ la amplitud y el número de onda, respectivamente, ambos constantes 







ൌ ܿܿ௚ ߰ 1ݏ௫
݀ሺ߶ െ ߶଴ሻ
݀ݔ ቉௫ୀ௟
െ 		ܿܿ௚ ߰ 1ݏ௫
݀ሺ߶ െ ߶଴ሻ
݀ݔ ቉௫ୀ଴
ൌ ܿܿ௚ ߰ 1ݏ௫
݀ሺ߶ െ ߶଴ሻ
݀࢔ ቉௫ୀ௟
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Figura 8‐6. Caso de dominio con borde abierto en ݔ ൌ 0 (donde se situa el PML) y cerrado en ݔ ൌ ݈, con 
coeficiente de reflexión R. 
8.5.2.1. Condición de Contorno de Borde Cerrado 
En el caso que estamos estudiando el borde cerrado se encuentra en el borde derecho ݔ ൌ ݈, donde se sitúa el 





ൌ ݅݇ܿܿ௚ ோ݂߰ሺ߶ െ ߶଴ሻ൧௫ୀ௟ ൌ ݅݇ܿܿ௚ ோ݂߰߶ ݁݊ ݔ ൌ ݈ 
(8–30) 










Veamos cuanto vale el vector ࡺሺேିଵሻ en ݔ ൌ ݈. Este vector contiene las funciones de forma del elemento ሺܰ െ 1ሻ. 
ࡺሺேିଵሻ൧௫ୀ௟ ൌ ሾ ேܰିଵேିଵ ேܰேିଵሿ௫ୀ௟ ൌ ሾ0 1ሿ  
(8–32) 


































ࡷ	ࣘ ൌ ࢌ, modificando la matriz de rigidez ࡷ	 ⟹ ࡷ௠௢ௗ. 






Recordemos  que  la  condición de  contorno de  borde  abierto de  nuestro  problema  venía  expresada  por  la 
ecuación (6–31): 
߲߶
߲࢔ ൌ െ2݅݇߶௜௡ ൅ ݅݇߶ 	 ⟹				
݀߶
݀ݔ ൌ 2݅݇߶௜௡ െ ݅݇߶ ݁݊ ܾ݋ݎ݀݁ ܾܽ݅݁ݎݐ݋ ݔ ൌ 0 
(8–36) 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅	݇ܿܿ௚ ߶௜௡ ߰ ൧௫ୀ଴ ൅ ݅ ݇ ܿܿ௚ ߰ ߶ ൧௫ୀ଴ 
(8–37) 
Ahora  tenemos  que  incluir  las  interpolaciones  de  las  funciones ߰  y ߶,  teniendo  en  cuenta  que  debemos 
particularizar sus valores en el extremo ݔ ൌ 0	 del dominio: nodo 1, donde se sitúa el elemento (1). 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅	൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴	߶௜௡	ൣࡺ
ሺଵሻ்൧௫ୀ଴ ൅ ݅ ൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴ ൣࡺሺଵሻ்ࡺሺଵሻ൧௫ୀ଴ ߶ଵ 
(8–38) 
Veamos cuanto vale el vector ࡺሺଵሻ en ݔ ൌ 0. Este vector contiene las funciones de forma del elemento ሺ1ሻ. 
ࡺሺଵሻ൧௫ୀ଴ ൌ ൣ ଵܰሺଵሻ ଶܰሺଵሻ൧௫ୀ଴ ൌ ሾ1 0ሿ  
(8–39) 
El resultado anterior es evidente teniendo en cuenta cómo son las funciones de forma. Finalmente obtenemos: 
ܿܿ௚	߰	 ߲߶߲࢔൨௫ୀ଴ ൌ െ2݅൫݇ܿܿ௚൯௫ୀ଴ ߶௜௡ ቈ
1
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 Implementación en Matlab® 
Todo  el  desarrollo  teórico  matemático  anterior  nos  ha  permitido  visualizar  que  se  esconde  tras  la 
implementación de la PML en el modelo MSE unidimensional. Disponemos ya, por tanto, de una base sólida 
que nos permitirá programar un algoritmo numérico de elementos finitos en lenguaje Matlab®. 
Con  este  algoritmo vamos  a  simular dos problemas  clásicos  sencillos de  los que disponemos de  solución 
analítica: 
 Simulación MSE-1D-PML-01: propagación de onda sobre fondo de profundidad constante con PML 
en  situado en el extremo ݔ ൌ ݈ del dominio, entrada de potencial unidad en borde el abierto  ݔ ൌ 0 y 
condición de borde cerrado en el borde ݔ ൌ ݈. 
 Simulación MSE-1D-PML-02: propagación de onda sobre fondo de profundidad constante con PML 
en  situado en el extremo ݔ ൌ 0 del dominio, entrada de potencial unidad en borde el abierto  ݔ ൌ 0 y 
condición de borde cerrado en el borde ݔ ൌ ݈. 
 SIMULACIÓN MSE-1D-PML-01. Propagación de Onda Monocromática Sobre 
Constante y PML en Borde x = l. 
8.7.1. Descripción física del problema. 
En esta simulación vamos a resolver el problema trivial de propagación de una onda de periodo T sobre fondo 
constante empleando la técnica del contono absorbente PML. Supondremos que un potencial unitario entra por 


















8.7.2. Solución analítica del problema. 
La solución analítica del potencial reducido de velocidad de amplitud unidad  ෤߮ ൌ 1 en cualquier punto ݔ del 
dominio viene expresado por la siguiente ecuación: 
߶ሺݔሻ ൌ ෤߮ ݁௜௞௫  (8–42) 
Por tratarse de una propagación en fondo de profundad constante, los valores del número de onda ݇  y amplitud 
෤߮  permanecen constantes. 






Potencial de entrada en (ݔ ൌ 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 10′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.00
Coeficiente de reflexión (ݔ ൌ ݈)  ܴ ൌ 1 ሺܴ݂݈݁݁ݔ݅ó݊ ݐ݋ݐ݈ܽሻ
Longitud del dominio  ݈ ൌ 200 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 400
Calado   ݄ ൌ 1 ݉
Espesor del PML  ܮ௣௠௟ ൌ 50 ݉
Parámetro del PML  ߪ଴ ൌ 0.25 
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Figura 8‐8. Geometría del modelo. 































































































 SIMULACIÓN MSE-1D-PML-02. Propagación de Onda Monocromática Sobre 
Constante y PML en Borde x = 0. 
8.8.1. Descripción física del problema. 
En este caso también vamos a resolver el problema trivial de propagación de una onda de periodo T sobre fondo 





























el  comportamiento  numérico  de  la  capa  absorbente  y  que,  efectivamente,  el  PML  atenúa  los  potenciales 
reflejados en el interior del dominio Ω௜௡௧, pero deja intactos los potenciales entrantes desde el exterior. 
En el borde ݔ ൌ ݈ hemos dispuesto una condición de borde cerrado; simularemos los casos de borde totalmente 
absorbente ሺܴ ൌ 0ሻ y totalmente reflejante ሺܴ ൌ 1ሻ para apreciar la diferencia. 
8.8.2. Solución analítica del problema. 
Para el caso en que en ݔ ൌ ݈  dispongamos una condición de borde cerrado totalmente absorbente ሺܴ ൌ 0ሻ, la 
solución analítica del potencial reducido de velocidad de amplitud unidad  ෤߮ ൌ 1 en cualquier punto ݔ del 
dominio viene expresado por la siguiente ecuación: 
߶ሺݔሻ ൌ ෤߮ ݁௜௞௫  (8–43) 
Por tratarse de una propagación en fondo de profundad constante, los valores del número de onda ݇  y amplitud 
෤߮  permanecen constantes. 
Por el contrario, si en ݔ ൌ ݈   disponemos una condición de borde cerrado  totalmente reflejante ሺܴ ൌ 1ሻ, ya 
obtuvimos en el apartado 6.12.2 que la solución analítica del potencial reducido de velocidad daba lugar a un 
esquema de onda estacionaria producido por la superposición de la onda incidente de amplitud unidad  ෤߮ ൌ 1 
y la reflejada por el borde cerrado cuya expresión analítica es: 
߶ ൌ ෤߮	ሾ݁௜௞௫ ൅ ܴ ݁ଶ௜௞௟ ݁ି௜௞௫ሿ  (8–44) 







221 Modelización Numérica de los Fenómenos de Propagación del Oleaje. 
Tabla 8–2 Datos numéricos de la simulación MSE‐1D‐PML‐02  
DATO  VALOR NUMÉRICO 
Potencial de entrada en (ݔ ൌ 0)  ߶௜௡ ൌ 1 
Periodo de la onda  ܶ ൌ 10′′
Pendiente del fondo  ݉ ൌ 0.00
Coeficiente de reflexión (ݔ ൌ ݈)  ܴ ൌ 0 / 1
Longitud del dominio  ݈ ൌ 200 ݉
Número de elementos  ௘ܰ௟ ൌ 400
Calado   ݄ ൌ 1 ݉
Espesor del PML  ܮ௣௠௟ ൌ 100 ݉
Parámetro del PML  ߪ଴ ൌ 1 







absoluto  del  potencial  |߶|.  Se  han  realizado  los  cálculos  para  los  casos  de  borde  cerrado  completamente 
absorbente ሺܴ ൌ 0ሻ y completamente reflejante ሺܴ ൌ 1ሻ. 
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9 CONCLUSIONES Y DESARROLLOS 
FUTUROS  
Caminante, son tus huellas  
el camino y nada más;  
Caminante, no hay camino,  
se hace camino al andar.  
Al andar se hace el camino,  
y al volver la vista atrás  
se ve la senda que nunca  
se ha de volver a pisar.  
Caminante no hay camino  
sino estelas en la mar. 























Se ha desarrollado un modelo eficiente de elementos  finitos para  la solución de  la MSE,  tanto para el caso 
unidimensional  (1‐D)  como  el  caso  general  bidimensional  (2‐D).  En  ambos  casos  se  ha  ralizado  una 
aproximación de Galerkin continua empleando elementos lineales de dos nodos y triangulares de tres nodos, 
respectivamente, y funciones de forma lineales; se han obtenido resultados adecuados sin necesidad de emplear 
elementos  de  orden  superior  (p.ej.  triángulo  de  6  nodos).  Los  buenos  resultados  obtenidos  con  las 



























densas se consiguen  tiempos de cálculo del orden de minutos. Esto se ha  logrado, en parte, eliminando  la 
necesidad de  resolver  integrales numéricas  empleando  cuadraturas de Gauss, gracias  a que  en  el  caso de 
interpolación lineal con elementos de dos nodos (en contornos) y tres nodos (en el dominio) se obtienen matrices 
de interponalción N y B de téminos constantes. Además, se ha considerado que los valores de c, cg y k son 
prácticamente  constantes  a  nivel  de  cada  elemento  de  la malla,  por  lo  que  salen  de  las  integrales  como 
constantes.  Se  ha  comprobado  que  esta  aproximación  es  plausible  con  tamaños  normales  de  elemento, 




En  los problemas 2‐, se ha comprobado y “sufrido” el efecto de  las condiciones de contorno de  los bordes 
cerrados reflejantes en los resultados del problema, visualizándose claramente las oscilaciones espúrias que se 
superponen a la solución debido a ondas reflejadas por los contornos abiertos con entrada de potencial conocido 





















 Aunque  en  la  bibliografía  técnica  especializada  consultada  nos  encontramos  con  otros  tipos  de 
condiciones de contorno más sofisticadas, como por ejemplo el caso de potenciales que atraviesan los 








































and  exterior  bathymetry  effects,»  Journal  of  Waterway,  Port,  Coastal,  and  Ocean  Engineering,  nº 
10.1061/(ASCE)WW.1943‐5460.0000336 , 04016008., pp. 04016008‐1,14, 2016.  
[5]   Zienkiewicz‐Taylor, The Finite Element Method (Vol.1). The Basis, B‐H, 2000.  
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